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ПРЕДИСЛОВИЕ 
Настоящий задачник.предлагаеиый вниманию студентов III 
курса физического отделения университета, ставит себе целью 
дать им ыатериал для саиостоятельнЬх упражнений.Часть задач 
каждого параграфа, в тон числе все те, в которых вводятся 
эсновные понятия данного отрезка теории,сопровождаются пол­
ными решенияии. Остальные, более простые задачи снабжены 
только ответами. 6 соответствии с новыми методическими ус­
тановками, развитыми автором с 1975 года в серии статей 
(см. "Известия АН Эстонской ССР, Физика, Математика"), на 
первое место, сразу вслед за исходными положениями теории, 
ставится релятивистская динамика, тогда как кинематика отод­
вигается на второе место. Четырехмерный формализм не испошг-
зуется. Задачи по релятивистской механике и электродинамике 
на основе четырехмерного формализма составят вторую часть 
настоящего задачника. 
П.Кард 
§ I. МАССА, ИМПУЛЬС И ЭНЕРГИЯ В КЛАССИЧЕСКОЙ 
МЕХАНИКЕ 
Основными законами классической механики являются ПРИН­
ЦИП относительности и закон сохранения импульса«Принцип от­
носительности утверждает равноправие всех инерциальных сис­
тем, т.е. такте систем, в которых любое свободное тело дви­
жется с постоянной скоростью. ИМПУЛЬС тела определяется как 
векторная величина, равная произведению скорости этого тела 
на некоторый положительный коэффициент, называемый его мас­
сой. Время предполагается абсолютным, т.е. одинаковым во 
всех инерциальных системах. 
1.1. Вывести формулу преобразования скорости из одной 
инерциальной системы в другую. 
Решение. Если 1 есть радиус-вектор какой^^либо 
движущейся точки в данной инерциальной системе, а -
радиус-вектор той же точки в другой инерциальной системе, 
движущейся относительно первой со скоростью V ,то, приняв 
начала координат обеих систем в начальный момент совпадаю­
щими, имеем ^ 
(I.I) 
(преобразование Галилея). Взяв в обеих частях производную 
по времени, находим 
U ' ^ U - V ,  Ц . 2 )  
где 2" - скорость точки в первой, - во второй инерци-
альноК системе. 
1.2. Обосновать линейность преобразования импульса из 
одной инерциальной системы в другую. 
Решение. Сохранение импульса означает, что сум­
марный импульс замкнутой (т.е. не взаимодействующей с окру­
жением) совокупности тел постоянен во времени. Этот закон 
должен быть верен, в силу принципа относительности, в любой 
инерциальной системе. Но это возможно только тогда,если сум-
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iia импульсов нескольких тел преобразуется так же, как им­
пульс отдельного тела. Например,-если несколько тел в резуль­
тате соударения сливаются в одно, то сумма импульсов первич­
ных тел, в силу сохранения импульса, будет равна импульсу 
вторичногоЕсли бы при переходе в другую инерциальную сисв 
тему сумма импульсов первичных тел.преобразовывалась иначе, 
чем импульс одного вторичного тела, то равенство в другой 
системе не имело бы места, т.е. закон сохранения нарушился 
бы. Но если сумма нескольких импульсов преобразуется так же, 
как один импульс, то преобразование должно быть линейным. 
1,3. Вывести формулу преобразования импульса и дока­
зать, что масса теле не зависит от скорости. 
Решение. Перепишем формулу (1.2) для компонентов 
вектора в виде 
'^к - "•ке'^е ~ ) (1.3) 
учитывая возможный поворот координатных осей штрихованной 
системы относительно осей нештрихованной ( есть матрица 
поворота). В формуле (1.3) Z - индекс суммирования (т.наа. 
немой индекс), пробегащий значения I, 2ј З.Для компонентов 
импульса ^ какого-либо тела можем написать общую линейную 
формулу преобразования 
f'k » (1.4) 
где и л ~ коэффициенты, не зависящие от компонентов 
импульса, и, следовательно, не зависящие от компонентов ско­
рости тела. Они зависят только от скорости f и от матрицы 
поворота т.е. от величин, характеризующих переход из 
нештрихованной системы в штрихованную. Кроме того, мо­
жет зависеть от массы тела. Обозначим массу тела в нештри­
хованной системе через шив штрихованной через tn' .Тогда 
• (1.5) 
Подставляя эти выражения в формулу (1.4), находим 
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Далее подотавии сюда вместо выражение из формулы (1.3). 
Тогда получим 
-m'oc^v^ = tnp^u.^ , 
откуда 
= т'ос^ц +/̂  . ( 
Так как правая часть этого равенства не зависит от и ,то 
обе часп должны равняться нулю: 
(1.8) 
Л kt t 
Из формулы (1.8) следует, что 
t n ' ^ c f t n ,  ~ (I.iq) 
Ы 7°^ке > (I.TI) 
где_у -.число, могущее зависеть только от модуля скорости -
Г; , но, в силу изотропности пространства, не от ее .нап­
равления. Подставляя выражения ^ и из формул (1.9) и 
(I.II) в формулу (1.^), находим 
(I.I2) 
или, в векторной форме, 
Чтобы определить значение ej , применим 'последнюю формулу к 
обратному преобразованию. Так как нештрихованная система дви­
жется относительно штрихованной со скоростью — W , то (J 
будет в обратном преобразовании то же, и мы получим 
р  ̂ c j(^' + nCv) .  
б 
Подставляя,в правую часть уо' из формулы (I.T3) и т.' из фор­
мулы (I.IO), находим = , откуда у*—/ и 
(значение cf=—1 следует отбросить, так как при тондествеџт 
ном преобразовании (с v"=0 ) заведомо и )• 
Итак, формула (I.I3) получает окончательный вид 
Это - искомая формула преобразования импульса. Наконец,фор­
мула (I.IO) дает 
m'=/n . (I.I6) 
Это равенство означает независимость массы тела от скорос­
ти, что и требовалось доказать. 
1.4. Доказать, что масса является сохранящейся велтиг-
ной. 
Решение. Напишем формулу, выражающую сохранение 
импульса: 
(I.I7) 
где импульс /:-го тела в замкнутой совокупности тел» 
Перейдем в другую инерциалмую.систему, движущуюся относи­
тельно данной со скоростью V . Ђ силу принципа отнооитель^ 
ности в другой системе импульс тоже сохраняется; 
» ' - Z Ä ' ( I . I 8 )  
Здесь использогана формула (I.I5). Но так как первый член 
правой части - сохраняющаяся величина, то второй член тоже 
представляет сохраняющуюся величину, откуда 
= const. , 
It (I.I9) 
Это равенство и выражает сохранение массы. 
1.5. Сумма импульсов нескольких тел преобразуется так 
же, как импульс отдельного тела (се. решение зада­
чи 1.2). Показать, что в формуле преобразования 
импульса (I.I5), примененной к совокупности тел, 
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.m, означает сумму масс всех тел совокупности. 
Решение. Напишем формулу (I.I5) для к-го теласо-
вокупности 
(1.20) 
Суммируя по fe и обозначая 
-
m = , (I.2I) 
находим 
р  - f i -mv  ,  {1 . г г )  
что и требовалось показать. 
1.6. Доказать, что если величина 
"f 23) 
относящаяся к замкнутой совокупности тел, в какой-
либо инерциальной системе сохраняется, то она сох­
раняется и в любой другой инерциальной системе. 
Решение. Согласно формуле (1.20) 
к 
Раскрывая скобки и учитывая формулы (I.2I) и (1.23),находим 
Т' = T-pv -tmvVz . (1.24) 
Так как f>- и т. всегда сохраняются, а Т сохраняется по 
условию, то сохраняется и Т' . Это и требовалось доказать. 
Очевидно, формула преобразования (1.24) верна и для отдель­
ного тела. 
Примечание I. Величина Т называется кинетической шер-
гией совокупности. Согласно формуле (1.23), кинетическая 
энергия совокупности тел равна сумме кинетических энергий 
отдельных тел. Здесь имеется в виду кинетическая энергия го-
ступательного движения. Вдобавок тела могут иметь кинети­
ческую энергию вращательного движения. Однако если вращаю­
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щееся тело рассматривать как совокупность бесконечного нао-
жества бесконечно иалшс точечных частиц, то вращение све­
дется к поступательному движению этих частиц. Поэтому нет 
нужды учитывать энергию вращения особо. 
Примечание 2. Процессы, могущие происходить в замкнутой 
совокупности тел, подразделяются на два типа - упругие (те, 
в которых кинетическая энергия сохраняется) и нвупругие(те, 
в которых кинетическая энергия не сохраняется).Согласно фор? 
муле (Х.гА-), упругость или неупругость - инвариантные,  . . 
не зависящие от выбора инерциальной системы характеристики 
процесса. 
1.7. Для данной совокупности тел перейти в ту инерциаль-
ную систему, где ее полный ямпульс равен нулю. 
- Решение. Согласно формуле (1.22), положив р' = 0^ 
находим, что скорость искомой инерциальной системы относи­
тельно данной равна 
V=f>/fn . ^j^25) 
Примечание 3. Инерпиальная система, в которой полный ин 
пульс данной совокупности равен нулю, называется системой 
ее центра масс. Система центра масс отдельного тела - та, в 
которой оно неподвижно. Но в совокупности нескольких тел 
отдельные тела имеют, вообще говоря, отличные от нуля вм-
пульсы, и только сумма всех импульсов равна в системе цент­
ра масс нулю. 
1.8. Показать, что если замкнутая совокупность состоит 
из точечных частии, то точка 
' (1.26) 
- где ^ - радиусы-вектор! частиц, а - тих массы, 
движется со скоростью системы центра масс. 
Решение. Вычисляя скорость точки "i , с учетом со­
хранения массы находим 
2 
Второй член равен нулю, так как ыаоса каждой частицы не за­
висит от скорости и является, следовательно,постоянной,Ыысг-
лии, правда, обмен массой между двумя или несколькими час­
тицами. Тогда. отличны от нуля для всех участвующих в 
обмене частиц. Но в момент обмена все они должны находиться 
в одной и той же точке, откуда вытекает, что сумма произве-г 
дений < взятая по всем этим частицам, равна нулю. 
В первом же члене = . Следовательно, 
что и равно, согласно формуле (1.25), скорости центра масс. 
Примечание ». Точка г , определяемая формулой (1.26), 
называется центром масс данной совокупности. Как вытекает из 
решения последней задачи, центр масс в системе центра масс 
покоится. Поскольку всякое тело можно рассматривать как со­
вокупность бесконечного множества точечных частиц, понятие 
центра масс применимо не только к совокупности точечных час­
тиц, но и к любой совокупности протяженных тел. 
1.9. Показать, что кинетическая энергия совокупности тел 
равна в любой инерциальной системе сумме кинетичес­
кой энергии совокупности в системе ее центра масс и 
кинетической энергии тела, имеющего массу, равную 
полной массе совокупности, и движущегося со ско­
ростью центра масс. 
Решение. Требуется показать, что 
T^T^-htnvVZ , 
где 1„ - кинетическая энергия в системе центра масс,а г/ -
скорость центра масс. Это равенство получается непосредстт 
веяно из формулы (I.2'^), если принять в ней Т=7^ , т. е. 
^=0 . Скорость V • получит тогда .смысл скорости произ­
вольной инерциальной (в формуле (1.24) штрихованной)системы 
относительно системы центра масс. Она равна и противополож­
на скорости V в формуле (1.27), так что квадрат один 
и тот же в обеих формулах. Итак, заменив в (1.24) Т'-*-Т , 
получим (1.27). 
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1.10. Показать, что величина ZmT — "р*- , где /п , ̂  , 
Т - масса, импульс и кинетическая энергия отт 
дельного тела или совокупности тв57 инвариантна. 
Решение. Цодставляя в выражение 2тТ'—у?"''^ выра­
жения (1.22) и (1.2^) для % после легких преоб­
разований находим 
• =2гпГ-/^ (1^28) 
что и требовалось показать. 
1.11. В совокупности тел пройсходит соударение, т. е. 
тела, будучи вначале свободными, вступают во вза­
имодействие друг с другом, из которого вновь вы­
ходят свободными. При этом тела могут дробиться 
на части или сливаться, так что конечная сово­
купность не обязательно тождественна начальной. 
Законы сохранения, однако, выполняются. Соударе­
ние может быть упругим или неупругим.Заданы пол­
ный импульс у?" , полная масса ftt и полная на­
чальная кинетическая энергия Т . Полную конечт 
ную кинетическую энергию обозначим через оСГ . 
Обычно ос <1 , т.е. сохраняется только часть ки­
нетической энергии. Если ocas'/ , то кинетическая 
энергия сохраняется полностью, т.е. соударение 
упруго. Возможны также неупругие соударения с 
Ä > •/ (т.наз. соударения второго рода). Найти 
наименьшее возможное значение а . 
Решение. В формуле (1.27) член mv'Vz , равный, 
согласно формуле (1.25), 'р''/Zm. , имеет одно и то же зна­
чение и до, и после соударения. Следовательно, кинетическая 
энергия после соударения будет наименьшей, если она равна в 
системе центра масс нулю i Тс -О ), Тогда в данной инер^ 
циальной системе наименьшее значение ее равно ,от­
куда 
*/2.тТ . (1.29) 
II 
Примечание 5. Соучарение с минимальным возможным зна­
чением ос называется полностью неупругим. 
1.12, Показать, что после полностью неупругого соуда­
рения все тела в системе центра масс неподвижны. 
' Решение. Это вытекает из формулы (1.23).Применив 
ее к системе центра масс и учтя, что кинетическая энергия 
после полностью неупругого соударения равна в системе цент­
ра масс нулю (см. предыдущую задачу), находим, что скорости 
всех тел равны нулю. 
1.13. Два тела с массами /п, и движутся вдоль одной 
и той же прямой со скоростями- и (слева 
направо скррость положительна, справа налево от-? 
рицательна). После упругого соударения тела,сох­
раняя каждое свою массу, движутся вдоль той же 
прямой. Найти их скорости и после соу­
дарения. 
Ответ. Законы сохранения импульса и кинетической 
энергии дают: 
Ц » -4- -1 
•« rn^+m» ^ fn^+fui  ^  '  
и = „ JHj-ZJUjl . xj 
* m.+ m., ' * 
(1.30) 
Примечание 6. Есть еще тривиальное решение , 
UjSfj . Оно тоже удовлетворяет законам .сох,ранения, но 
означает, что соударения не было. Впрочем, его можно толко­
вать и как результат такого соударения, при котором тела об­
мениваются массой: конечная масса первого тела равна началь­
ной массе второго, и наоборот. Если, например, , 
то первое тело отдает второму массу /п^ - . Скоростями 
тела тоже меняются; и, , "»"Ч • Тела, так сказать, 
перевоплощаются друг в друга. Такое решение нетривиально, 
хотя массы и скорости тел после соударения те же, что были 
вначале. В случае оба решения совпадают. 
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1.14. Та же задача, только соударение неупругое,харак-
теризу^кое заданньш иножителен ct (си. задачу 
(1.П)). 
Ответ; 
1 т. » 
и - P-*-fn,u 
/п ' (I.3I) 
где 
уЬ= = (1.32) 
полный икпульс обоих тел, 
(1.33) 
их полная ыасса и 
u = ± ̂ /гГ'т.ј'(2of/nT"-/6*))*^ . 
(1.34) 
При а = имеем u = О и "f ="» , что согласуется с 
решением задачи I.I2. 
Примечание 7. Данная задача имеет в общем случав два 
решения, соответствующие двум знакам в выражении для и. 
(формула (1.34)). Оба решения совпадают только в случае пол­
ностью неупругого соударения, когда u = 0. Так как 
acUj-u^.To одно из решений выражает процесс, идущий с обме­
ном массой. В саном деле, если Ц > 4t • S ножет быть 
больше ИЈ ТОЛЬКО при условии перехода части массы от од­
ного тела К другому (иначе тела должны были бы пройти одно 
сквозь другое). Наоборот, если v^< то обмен массой ®л-
жен иметь место при и^< обмена массой процесс 
идет в первом случав только при и>0 , а во втором - при 
1А<0 . 
I.I5. Найти результат неупругого соударения двух тел, 
приняв в предыдущей задаче г^ =—ц/3 
и л =х/5 . 
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ÜSlSSi в - //V, //У , = Ц /10 
или 
м, = 3v,/r , - Т^ц/30 .  
N 
Замели, что при г^>0 второе решение подразумевает обмеЕ 
массой, именно, второе тело должно в процессе соударения от­
дать Ъ/Ч своей массы первому телу, 
1.16. На неподвижное тело массы Af налетает со скороо-
тью V тело массы fti . В результате от первого 
тела откалывается кусок массы ./n^ , улетающий в 
том же направлении. Остальная часть тела вместе с 
налетевшим телом остается неподвижной.Найти ско­
рость. отколовшегося куска. Является ли этот 
процесс упругими или нет? Если нет, найти долю 
сохранившейся кинетической энергии. 
Ответ; Процесс упруг, если т^=/л и нвупруг,если 
т^Фт • v^=fnv/m^ • л = m/m^ . 
§ 2. МАССА И ИМПУЛЬС СВЕТА 
Эмпирический факт давления света заставляет приписать 
свету импульс. Поэтому световые потоки можно включить,наря­
ду с телами, в любую механическую систему. Световые потоки 
могут взаимодействовать с телами (в частности, поглощаться 
или излучаться ими), причем закон сохранения импульса вы­
полняется в любой замкнутой совокупности тел и световых по­
токов только при условии включения импульсов всех световых 
потоков в общий суммарный импульс. Под световым потоком 
здесь и далее понимается электромагнитная волна любой час­
тоты, идущая в определенном.направлении. Скорость света бу­
дет обозначаться через ^ . 
Для любой совокупности тел и световых потоков можно до­
казать все то же, что было доказано в решениях задач 1.2 -
1.5, притом теми же методами. В частности, каждому свето­
вому потоку следует приписать массу, равную его импульсу, 
деленному на скорость, причем масса каждого светового пото­
ка одинакова во всех инерциальных системах, а закон сохра­
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нения иассы справедлив в любой заикнухой совокупности тел н 
световых потоков только при условии включения в общий ба­
ланс иассы наряду с иассани тел также иасс световых потошв. 
Что касается энергии света, то она здесь расснатривать-
ся не будет, так как это понятие является преимущественно 
релятивистский^ а в классической иеханике его введение,хотя 
и возможно, но нецелесообразно. 
2.1. Солнечный свет производит давление на полностъв 
поглощающую поверхность тела (при нориальнон па-? 
дении)., равное 'j,6.10"^ Н/м^. На сколько возрас­
тает масса поглощающего тела в единицу времени? 
Решение. Давление равно передаваемому .в единицу 
времени импульсу. Разделив секундный импульс ^.e.ICT^.ni'cr 
на скорость света, получим массу, равную 1,5.10"^^ кг/с.м^,. 
Итак, масса тела возрастает на 1,5.10"° мг в секунду на каж­
дый квадратный метр облучаемой поверхности. 
2.2. Какую скорость получит тело массы 0,01 г, вначале 
покоившееся, поглотив солнечный свет, падавший по 
нормали на I см^ его поверхности в теченве I ми-
ауты? 
Ответ. 2,8 мм/с. 
2.3. Два одинаковых те^а массы т. каждое.покоятся вв^ 
чале на расстоянии в друг от друга. Затем пер­
вое испускает в направлении второго короткую ове» 
товую вспышку массы . Достигнув второго тела», 
свет поглощается им полностью. Найти скорости обо­
их тел и и расстояние между вини по 
прошествии времени t от нонента испускания. 
Ответ. ,, _ цс • 
1 ~ Л-уЧ ' 
U = 
г т.-»-/ч 
/ £tn. Zm.Mct 
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4. На движущееся тело массы - m падают и полностью 
поглощаются в йен два световых потока: сзади с 
иассой уи^ и спереди с массой . После этого 
тела движется с прежней скоростью. Чему равна эта 
скорость? 
Ответ. -
5. На покоящееся тело массы т. падает световой шток 
массы /Ч и отражается частично в обратном нап­
равлении, в результате чего тело получает скорость 
JU . Найти коэффициент отражения R и конечную 
массу 01, тела^ 
Ответ. Q —  - ^ ( с -и )  
пх  -  (П1+2/и ) с  
6. На движущееся со скоростью и тело массыл пада­
ют и полностью поглощаются в нем два световых по­
тока с равными и противоположными импульсами ;<:/> , 
перпендикулярными скорости тела. Найти скорость 
W, , которую будет иметь тело после этого. 
Ответ. и _ ^ 
^ fti +-2./>/с 
,7. Инертность света, как.и инертность тела, выражает­
ся прежде всего в тон, что импульс светового пот 
тока остается без внешних воздействий постоянным. 
Мерой возможного внешнего воздействия является  
ла, равная, по определению, изменению импульса в 
единицу времени: 
. (2.1) 
Так как р^^ти и масса /л не зависит от скорос­
ти, то 
Г = tnclu/cćt — tna , (О •?>> 
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где а - ускорение. В случав света,обозначая мас­
су света через /и , имееи 
F=/m5: . 
Показать, что если сила ускоряет полое тело массы 
т. , наполненное черным излучением массы f* , 
то 
Решение. За время eit скорость полого тела воз­
растает на . Если в начале промежутка времени ott 
cieilKa полости испустила частицу света (излучения) с импуль­
сом , то, по прошествии времени ей эта частица 
света будет иметь скорость относительно оболочки "с- ̂ đt и 
импульс <{^'=t(c-^ctt)dfL. Итак, оболочка, излучая, получает 
вначале импульса потом, поглощая, импульс 
Е сумме -oicl-idfi . Это означает дополнительную силу 
действующую на оболочку изнутри. Суммируя по всем частицам 
излучения, находим силу равной-«^. Следовательно, Г-о/ч = 
= am., откуда и вытекает (2.4). 
§ 3. ОСНОВНЫЕ ПОСТУЛАТЫ ТЕОРИИ ОТНОСИТЕЛШОСТИ 
Первым основным постулатом теории относительности яв­
ляется ПРИНЦИП относительности, распространенный с механики 
тел на механику тел и света. О скорости света из.астрономи­
ческих наблюдений над г(войными звездами известно, что она 
не зависит от движения источника. Но в таком случд^ клас­
сическое правило сложения скоростей (формула (1.2)) в при­
менении к скорости света нарушает принцип относительности 
(единственная инерциальная система, в которой скорость света 
могла бы быть независимой от ваправления, была бы предпочти­
тельной). Поэтому теория относительности принимает в кенвоз>-
ве второго основного постулата ПРИНЦИП постоянства скорости 
света, утверждающий одинаковость скорости света во всех 
инерциальных системах и независимость ее от направления в 
3 
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любой инерциальной системе.Прямыми следствиями этого посту­
лата (с учетом принципа относительности и законов сохране­
ния массы и импульса) являются неинвариантность массы (в 
частности,зависимость массы тела от скорости) и относитель­
ность времени (см, §§ 5, 9, R, 15). Более отдаленным, но 
самым фундаментальным следствием.является закон эквивалент­
ности массы и энергии (см. § 13). 
3.1,. Дорелятивистская гипотеза эфира понимает свет как 
волновое движение в универсальной среде - мировом 
эфире. Инерциальная система, в которой эфир не­
подвижен, является предпочтительной, и в ней ско­
рость света с изотропна (не зависит от направле­
ния). В другой инерциальной системе, движущейся 
относительно эфира со скоростью г> ,скорость све­
та, согласно эфирной гипотезе, равна 
с ' = с - и .  ( 3 , 1 )  
Найти зависимость с' от угла 9" между w v , 
Решение. Как видно из рис. I, 
с* — c'^-hv^ + l.dvcoi^ . 
(3.2) 
Решая это уравнение относительно с' , находим 
с '=  с  [~  f iCoS^  +  ~  ,  (3.3) 
где 
= v/c . 
3.2. Опыт Майкельсона рассматривается обычно как пря­
мое экспериментальное подтверждение постоянства 
скорости света. В этом опыте наблюдается интер­
ференционная картина, получающаяся как результат 
интерференции двух лучей, прошедших примерно оди­
наковые расстояния в двух взаимно перпендикуляр­
ных направлениях. Монохроматический луч от источ­
ника Q (см. рис. 2) падает на поставленную под 
углом в полупрозрачную пластинку Р и раз-
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деляетоя на два когерентных луча.Прошедший плас-. 
тинку луч проходит расстояние до зеркала и, 
отразившись, возвращается обратно. Отразившийся 
от пластинки луч идет до зеркала , находяще­
гося на расстоянии , и, отразившись, возврат 
щается обратно. Первый луч, отразившись по. воз^ 
вращении от пластинки, и второй, пройдя ее, сое­
диняются и интерферируют. Интерференционная кар­
тина, состоящая из чередующихся светлых и темных 
полос, наблюдается в трубу Т . Найти разность 
хода лучей, предполагая, что весь прибор движет­
ся относительно эфира в направлении первого луча 
со скоростью и=)8С. 
Решение.Скорость первого луча на пути к зеркалу 
равна по формуле (3.3) c-v , обратнос-^У (в первом слу -
чае -^=0°, во втором ^ = 180°). Скорость второго луча 
равна туда-и обратно (так как •S's 90°).Сяв-
довательно, первый луч затрачивает время 
i - .и - 26 
f~ c - v  c+v  с* -и»  са - вя - )  '  
а второй - время 
2^ 
Полагая , разложим эти выражения в ряд до квад­
ратичных членов: 
l^ejc)(i+p^/z}. (3.5) 
Отсюда разность фаз 
Af = = (2м/с)[г^-
где w - частота света. 
3.3. Если эфирная теория верна, то интерференционная 
картина, наблюдаемая в опыте Майкельсона, дожна 
испытать смещение-при повороте интерферометра на. 
90°, так как тогда оба плеча меняются местами.Най­
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ти овидаеиое изменение разности фаз при таком по­
вороте. 
Решение.ПРИ повороте интерферометра скорости света 
вдоль плеч изменяются. Вдоль первого плеча скорость будет 
Cy'l-ys» , а вдоль второго с-V « c-hv . Следовательно, 
изменившиеся времена прохождения путей лучами будут вместо 
(3.5) 
•t; = (ze t /c) ( {+/3*- /2), 
Изменившаяся разность»фаз будет 
= . (3,8) 
Отсюда и из формулы (3.6) следует 
Af '-Of  (oi/c)p^(e,+(^)  .  
Этому изменению соответствует смещение интерференционной к^ь 
тины на величину, составляющую от периода картины долю 
(Af '-af)/zn =ys»A-Y^i+4; ,  (3 .10)  
где X=sJZJrc/<u - длина волны. На самом деле никакого смеще­
ния не наблюдалось, откуда следует, что скорость света не 
зависит от направления. По эфирной теории это означало бы, 
что Земля покоится относительно эфира. Но это невозможно, 
так как Земля вращается вокруг Солнца. Поэтому-то эфирная 
теория противоречит результату опыта Майкельсона, 
Ъ.^. Гипотеза.согласно которой скорость света от любо­
го источника в системе его покоя одинакова и изо­
тропна, преобразуясь при переходе в другую систе­
му по классической формуле (3.1), называется бал­
листической гипотезой. Она опровергается наблвде-
нияни над двойными звездами. Пусть обе компонен­
ты двойной звезды движутся, имея равные массы, 
по общей круговой орбите, находясь в каждый мо-
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иент в концах одного и того же диаиетра орбиты. 
Предполохии.также, что орбита обращена к Земле 
"ребром", т. е. что Земля находится в плоскости 
орбиты. Скорости света, испускаемого компонента-^? 
ми, по баллистической гипотезе относительно зем® 
кого наблюдателя различны и, следовательно,.свет, 
испущенный обеими компонентами одновременно, при­
ходит к наблюдателю неодновременно. Пусть в неко­
торый момент одна звезда удаляется от наблюдателя 
со скоростью v , а другая в тот же момент приб^ 
лияается к нему с той же скоростью. Обозначхв рао-
стояние двойной звезды от Земли через ^ , найти 
время запаздывания прихода .на Землю света первой 
звезды относительно второй. 
Решение. Свет доходит от первой звезды до Земли за 
время i(c — v)~'' , а от второй - за время г/у'.Исколов 
запаздывание равно разности 
£(c-v)—' — ((c-tbf) ~'= 2£v(c^ - Zčv/c^. 
Если это запаздывание сравнимо с периодом обращения звезды* 
то наблюдатель увидел бы расположение компонент друг отно- , 
сительно друга иным, чем на саном деле, в нар^бние законов 
Кеплера. Возможно было бы даже ридеть иногда одну и ту же 
звезду сразу в трех местах. Так как подобные аномалии ниюгг 
да не наблюдались, баллистическая гипотеза была отвергнута. 
§ 4. ИМПУЛЬС И МАССА В ТЕ0Й1И ОТНОСИТЕЛЬНОСТИ 
Кроме двух основных постулатоЕ теории относительности -
принципа относительности и принципа постоянства скороста-
света - в осно:ре релятивистской механики лежит закон сохра­
нения импульса. Импульсом обладают как тела, так и световые 
потоки, и вообще все движущиеся объекты. Как и в класс1Гчес-
кой механике, сохранение импульса требует, чтобы импульс пре­
образовывался из одной инерциальной системы в другую линей­
но (сы. задачу 1.2). Коэффициент, связывающий импульс со 
скоростью, называется по-прежнему массой. 
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4.1. Доказать сохранение ыассы. 
Решение. Аналогичная задача для классической ме­
ханики была 1.4.-Решение было основано на формуле преобра­
зования импульса, в свои очередь вытекающей из требования 
линейности преобразования и формулы преобразования скорости 
(см. задачи I.I - 1.3). В теории относительности остается в 
силе требование линейности преобразования импульса,но клас­
сическая формула преобразования скорости отменяется. Отме­
няется и преобразование Галилея (см. формулу (1.1)).Его за­
меняет преобразование Лоренца (см. § 17). Однако сохранение 
массы можно доказать и не-прибегая к преобразованиям Лорент 
ца. Следует только учесть, что время, будучи относительно, 
преобразуется совместно с пространственными координатами, и 
что эти преобразования линейны. Линейность обосновывается 
однородностью пространства и времени во всех инерциальных 
системах. Это означает, что частные производные преобразо­
ванных координат и времени по старым координатам и времени 
должны быть постоянными. В этом и состоит линейности преоб­
разований. 
Итак, пусть декартовы координаты Лј и зремя t преоб­
разуются при переходе в другую (штрихованную) систему по 
формулам 
"Ь ™ •f'Oćoolt ^ (4.1) 
где , oCf^ , cCoi и «оо ~ коэффициенты, зависящие от 
относительной скорости обеих систем и от углов возможного 
поворота координатных осей, но не от самих координат и вре­
мени. Для компонентов импульса имеем тоже линейные формулы 
преобразования 
(4.2) 
где т. и - масса и компоненты импульса в нештрихованной, 
а /п' и - в штрихованной системе, а коэффициенты 
зависят только.от параметров преобразования (^ также, 
возможно, от массы); 
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Дифференцируя формулы (4.1), находим 




Подставляя это выраиение в формулу (4.2), находим 
tn-'lateUg-hoc^) = (три'^^+Г^)('Х,е>^е +««) . (4.5) 
Это соотношение должно выполняться тождественно. Следова­
тельно, множитель ш' может отличаться от множителя 
т.С«„^и^^-<<„)только некоторым пока неизвестным множителем <f ; 
m'-<jrm(ct,gUg-hoc„) . 
Тогда 
= f V ' 
Л 
Подставляя последние выражения в формулу (4.2), с заменой в 
ней и i^\=pg, и объединяя ее с формулой (4.6), 
находим 
j('^kePe + <=^ko'^) > 
m' = cf(xXogf>̂  + Of,, т.; . 
Это - формулы преобразования массы и компонентов импульса. 
Они отличаются от формул преобразования времени и координат 
(см. (4.1)) только множителем cf , Докажем, что .Для 
этого учтем, что в обратном преобразовании из штрихованной 
системы в нештрихованную qr должно иметь то же значение. 
Это вытекает из изотропности пространства. Обратный переход 
отличается от прямого только направлением относительной сго-
рости обеих инерциальных систем; так как оба направления рбв-
нолравны (в чем и состоит изотропность пространства),то <f 
дожно быть то же. Обратное преобразование координат и вре­




® *** должны это гарантировать.Слвдоватбльно,обт 
ратное преобразование Д' и л' должно дать <f̂ pg и . 
Но так как в нештрихованной систеие коипоненты иипульса и 
масса суть . и ж , то должно быть ^^ = •/ . Отсюда 7 
и фориулы (4.8) принимают вид 
'"'= «оеА« -t-oCoo/n. . (4,9) 
Эти формулы относятся как к отдельному объекту, так и к лю­
бой совокупности объектов (тел или световых потоков). Они и 
доказывают сохранение массы. В самом деле, .если и д' 
сохраняются, то в силу первой формулы (4.9), сохраняется и 
tn. , а в силу второй формулы сохраняется и т' . Итак,мас­
са, как и импульс, сохраняется во всех инерциальных систе­
мах. 
§ 5. ЗАВИСИМОСТЬ МАССЫ ТЕЛА ОТ СКОРОСТИ 
Относительность массы, сопряженная, согласно формулам 
(4.1)-И (4.9), с относительностью времени, означает,в част­
ности, зависимость массы тела от скорости. Поскольку реля­
тивистская относительность массы, в противоположность ее 
классической абсолютности, обусловлена постулатом постоянс­
тва скорости света, должно быть возможно не только проде­
монстрировать непосредственно, в связи с названный постула­
том, невозможность абсолютности массы, но и найти фо1»1улу ее 
зависимости от скорости. 
5.1. Показать, что независимость массы от скорости про­
тиворечит второму постулату теории относительнос­
ти. 
Решение.' Рассмотрим поглощение света массы /к те­
лом массы т. . В системе начального покоя тела сохранение 
массы и импульса выражьется формулами 
m-h/u =. , 
, (5.1) 
где - конечная масса тела, а jm его скорость. В другой 
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инерциальной системе, в которой тело покоится после погло­
щения света, его начальная и конечная массы, если масса 
не зависит от скорости, тоие равны т тл tn^ .Обозначив мас­
су света в другой системе через щ' , выразим сохранение мас­
сы ишпульса равенствами 
/л J 
( г ' с=ти ,  (5.2) 
в которых скорость света, согласно второму постулату,приня­
та равной с . Но эти равенства противоречат равенствам 
(5.1): согласно первым формулам (5.1) и (5.2) сог­
ласно вторым 
5.2. Положив зависимость массы тела от скорости в виде 
' (5.3) 
где гпд - масса покоя, найти вид множителя /(и) . 
Решение. Рассматривая, как и в предыдущей задаче, 
поглощение света телом, перепишем формулы сохранения (5.1) 
и (5.2), с учетом зависимости массы от скорости, в виде 
т„ -i-/с = , 
f i c  =  i n , , u / ( u )  {ЪЛ)  
® / • 
= лг» , 
ук'С = u, . (5.5) 
Исключая fi из формул (5.4) и fi' из формул (5.5), находим 
/ (5.6) 
перемножая эти равенства и сокращая на , находим 
^ (5.7) 
откуда ^ i 
^ • (5,8) 
4 
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Таким образом, завиоииость массы от скорости имеет вид 
ГЛ ( и )  . .= f  .  
(5.9) 
На рис. 3 приведен график функции ]j(u) . 
5.3, Вывести формулу (5.8), применив законы сохранения 
массы и импульса к распаду частицы на два фотона. 
Решение. В системе покоя частицы фотоны имеют рав­
ные и противоположные импульсы и, следовательно,равные мас­
сы /* . Согласно закону сохранения массы 
где т» - масса покоя частицы. В другой инерциальной систе­
ме, движущейся в направлении импульса первого фотона со ско­
ростью а , частица движется до распада о той же скоростью 
в направлении вылета второго фотона. Обозначив массы фотонов 
в этой системе через " А*г » выразим их в виде 
. (5.II) 
где f l u )  -  пока неизвестная функция скорости, преобразую­
щая массу фотона при переходе в другую инерциальную систему. 
Очевидно, 
Законы сохранения массы и импульса записываются в виде 
m,j'(u)u = . (5.13) 
Разделив второе равенство на с и выразив разность квадратов 
обоих, имеем: 
но, согласно формулам (5.10) - (5.12), ;слв- . 
довательно, формула (5.И) принимает вид 
откуда и получается формула (5.8). 
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5.4. Вывести формулу преобразования массы света (фото^ 
на) при переходе в инерциальную систему,движущую^-
ся в направлении импульса фотона со скоростью D . 
Решение. Воспользуемся формулами (5.4) и (5.5),за-
менив в них и на V . Исключая из (5.4) находим 
_ т^у 
(5.15) ^  "  С-V  
Из второй формулы (5.5) находам (с учетом формулы (5.8)) 
, _ 
C^Ji-v^/c^ ' (5.16) 
Исключив отсюда и из предыдущей формулы м« , имеем 
•tv/c " • (5.17) 
Другой способ основан на формулах предыдущей задази. Вы­
ражая из формул (5.13)ytt^ssyu' , находим (с заменой и здесь 
u на f ) 
v/c) = Z/aJ , 
Отсюда, подставив/ = и заменив/п» согласно фор­
муле (5.10) на Zf< , находим вновь формулу (5.17). 
На рис. 4 приведен график функции . 
5.5. Убедиться в том, что при поглощении света телом 
уэеличивется не только его полная масса, но и мас­
са покоя, и найти соответствующую формулу. 
Решение. Рассмотрим процесс поглощения света в той 
инерциальной системе, в которой тело до поглощения покоится. 
Это ситуация, рассмотренная в задаче 5.2.^Любая из формул 
(5.6) с учетом формулы (5.8) дает 
(5.18) 
где -U. - конечная скорость тела. Отсюда ясно, что, в самом 
деле, >т„ » Можно выразить также /п,в через и /« , 
а не через и . Для этого, подставляя выражение (5.18) впф-
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вую формулу (5.4) и решая полученное уравнение относительно 
ti/c , наховди 
и/с = (5.19) 
Подставляя это выражение в формулу (5.18), находим 
— Al, . (5.20) 
5.6. Выразить скорость тела через его массу. 
Ответ. и  =  с  ( • {  ~ .  (5.21) 
5.7. Найти зависимость между массой и импульсом тела. 
Решение. Масса зависит от скорости согласно (5.9); 
m = ^ , 
~ V1~uyc* ' 
импульс выражается, соответственно, как 
;Г 
-Vl-uyc^ ' Л 5.22) 
Исключая из обеих формул u , находим 
= . (5.23) 
Примечание 8. Формула (5.23) пригодна и для света. По­
ложив в ней тв = 0 , находим 
Р=м. с  .  (5 . 24 )  
Итак, масса покоя света равна нулю. Напротив, формулы (5.9)и 
(5.22) к свету неприменимы, так как правые части при ni„=0 и 
ывс дают неопределенность О/О. 
5.8. Часть массы m-/По, поскольку она обусловлена дви­
жением, называется кинетической массой tribun .Hatb 
ти приближенную формулу кинв1уической массы,верную 
при малых скоростях (и4:с ). 
Решение. Разлагая корень в формуле (5.9) до квад­
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ратичного члена, находим 
т. Я1 fHg -h u^/zc*-. 
Отсюда 
'^кин "V-2.C« . 
Примечание 9« Масса света целиком кинетическая,посколь­
ку масса покоя равна нулю. Формула (5.26) дает.только поло­
вину (при «г=с получаем в правой части m^/Z ). Непримени-. 
ыость ее к свету обусловлена невыполнением неравенстваи<с. 
5.9. Два одинаковых тела с массой покоя /п. движутся 
навстречу друг другу с равными скоростями и . В 
результате полностью неупругого соударения обра­
зуется покоящееся вторичное тело. Найти его массу 
покоя Afe • 
Ответ. дј — , 
" (5.27) 
5.10. Чему равна в предыдущей задаче скорость одного из 
первичных тел в системе покоя другого? 
Решение. Инерциальная система, в которой одно из 
первичных тел покоится, движется относительно начальной сис­
темы, в которой скорости тел равны и противоположны,со ско­
ростью и . С той же скоростью (но в обратном направлении) 
движется в новой сидтеме вторичное тело (ибо в прежней сис­
теме оно неподвижно). Обозначив скорость другого первичного 
тела в новой системе через и' , запишем сохранение массы и 
импульса: ^ ^ 
m /П« _ ЛТ, 
mgu' _ Мл U 
У1-и'Ус̂  yf-ayc* (5.28) 
Подставляя в эти формулы выражение (5.27) для Af, , находим 
два уравнения для и' , решения которых совпадают: 
• f Хи 




§ б. ОДНОМЕРНАЯ ФОРМУЛА ПРЕОБРАЗОВАНИЯ СКОРОСТИ 
6.1. Тело движется в данной инерциальной системе со ско­
ростью и . Какова его скорость и' в другой инер­
циальной системе, движущейся относительно первой в 
том se направлении со скоростью v ? 
Решение. Пусть телом является частица, распадаю­
щаяся на два фотона, причем импульсы фотонов параллельны ско­
рости частицы. Первым назовем.фотон, вылетающий вперед,вто­
рым - фотон, вылетающий назад. Сохранение массы и импульса 
выражается формулами 
»ли/с 
где т. - масса (не масса покоя, а полная масса) частицы, 
^ hl и /"г ~ иассы фотонов. В другой системе, движущейся в 
том же направлении со скоростью v , аналогично, 
. (6,2) 
Разделив вторую формулу на первую в обеих парах формул, на­
ходим 
(6.3) 
Применив формулу преобразованяя массы фотона (5.17), перепи­







ц' _ (v/oifi+ftx) 
с  ~  +  ( V / C )  
_ v_ 
и.' _ С 
 ̂ 1 2L. 
' ~ с Mi+fi (6.5) 
ПодставЈЈнн сюда вместо выражение из формулы (6.3), 
находим ' ^ 
п ' -
i — uv/c^ (6.6) 
Это и есть одномерная формула преобразования скорости. 
6.2. Найти формулу преобразования величины Ј^и/с ® 
одномерном случае. 
нахо ДИМ 
Решение. Подставляя в выражение f^õ/^ * 
/-цУс _ i-и/с 1ч-у/с 
1 + uVc i+U/C 1 — V/C , 
Это и есть искомая формула. Она применима и к свету, по­
скольку при и=с и и'=с обе части обращаются в нуль. Фор;? 
мула (6.6) тоже применима и к свету, хотя вывод ее, приве­
денный в решении задачи (6.1), к свету неприменин. 
6.3. Найти формулу преобразования величины 
в одномерном случае. 
находим 
Решение. Подставляя в выражение lA-irtfc* f/g . 
* ' i-uv/c* 
JfrjFŽT'- ̂  Vbt/Vc'Vf-vyc- . 
^ (6.8) 
Эта формула тоже применима не только к телам, но и к свету. 
/ •  
6.4. Вывести формулу (6.6) путем применения законов coDf-
ранения массы и импульса к полностью неупругому 
соударению двух тел. 
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Решение. Пусть на неподвижное тело иассы покоя ho 
налетает со скоростью w тело массы т и сливается с ним 
в одно вторичное тело с массой покоя и скоростью v . В 
системе покоя вторичного тела первичное имеет скорость -v , 
налетающее же массу т' и скорость и' , Законы сохранения мао-
сы и импульса записываются в первой системе в виде 
Mo+tn = h^jf(V) , 
a BO второй системе в виде 
-I-ml , 
-h,y(v)v+tK'u' = o . 
Исключая из формул (6.9) m , а из формул (6.10) т.' , на­
ходим 
^lo='^oif(^}(1+V/ur) . (6.II) 
Перемножив эти равенства и сократив на МоМ^„ , находим 
(1- v/u)(i+ v/u') ^ 
Подставляя сюда jr~'^(v) = f-v*/c^ и решая уравнение относи­
тельно и' , получаем формулу (6.6). 
Примечание 10. Данный вывод применим и к свету. Если 
вместо налетающего тела возьмем световой поток, полностью 
поглощающийся в теле, т и. = и'= с и формула (6.12) обра­
щается в тождество. Именно этим способом и была найдена фор­
мула для ^{v} в задаче 5.2. 
6.5. Вывести формулу преобразования скорости (б.6), не 
зная вида формулы (5.8) для /(v) . 
Решение. В предыдущей задаче на основе законов сок-
ранения массы и импульса при полностью неупрутом соударении 
двух тел была получена формула (6.12). Вдобавок.мы можем на­
писать еще одну подобную же формулу. Дело в том, что одно из 
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двух соударяицихся тел мы назвали "первичным",а другое "на­
летающим". Но с равным правом мы можем "первичным" считать 
то, что было "налетающим" и наоборот. Тогда роль скорости и 
получит скорость -и , роль скорости v - скорость-и' и роль 
скорости - скорость —V . Слецовательно, формула (6.12) 
останется при указанной замене скоростей в силе. Учитывая 
также, что ^ зависит только от абсолютной величины, но не 
от знака (направления) скорости, получим 
^ U-u'/u){i+u'/v}=jf-4u') . 
Далее исключим и из формул (6.12) и (6.13). После надле­
жащих преобразований находим 
v-^[i-/-'•(UJ] = 
Так как скорости у и и' независимы, то это равенство воз­
можно только если обе части равны одной и той же постоянной. 
Если возьмем ее равной нулю, то /=/ .Но это противоречит 
общему результату, полученному в задаче 5.1: масса не мо­
жет быть независимой от скорости. Следовательно, постоянная 
должна быть отлична от нуля и иметь размерность обратного 
квадрата скорости. Это дожна быть универсальная скорость. 
Обозначив ее через С , положим 
(6.15) 
откуда ^ 
что срвпадает с формулой (5.8) с С вместо с . А формула 
(6.12) дает вновь формулу преобразования скорости (6.6)(то­
же с С вместо с ). Но так как при и = С эта формула да­
ет uJ=C , то С следует отождествить со скоростью света и 
заменить С с- . 
Примечание П. В этой задаче фактически дан совместный 
вывод двух формул: зависимости массы от скорости и одномер­
ного преобразования скорости. 
Примечание 12. Формально можно было бы в правой части 
формулы (6.15) написать — С~*. Но это привело бы к противо-
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речию со вторым постулатом теории относительности. В самом 
деле, тогда мы имели бы 
и-у 
~ ii-uv/c^ • (6.17) 
Пусть и=с . Тогда, согласно второму постулату,должно быть 
и'=с . Следовательно, 
с = —£=-И_ 
i+cv/C- ' 
откуда c'-v/C' = — V , что невозможно. Это значит, что по­
ложительность правой части равенства (6.15) учитывает опыт­
ный факт существования света. 
6.6. Вывести формулу (6.6) с помощью формулы преобра­
зования массы фотона (см. (5.17)), 
Решение. Имеем три инерциальные системы: систему 
покоя тела, систему, в которой .тело движется со скоростью 
и систему, в которой тело движется со скоростью и' . Вторая 
движется относительно первой со скоростью -и .третья отно­
сительно второй со скоростью У , а третья относительно 
первой со скоростью -и.' . В<?в три скорости коллинеарны. 
Преобразуем по формуле (5.17) массу какого-либо фотона,дви­
жущегося в том же направлении, из первой системы во вторую, 
а из второй в третью. Результат должен быть тот же, что и 
при прямом преобразовании из первой системы в третью. Сле­
довательно, дожно выполняться равенство 
Ј±=Ш . ЈЈ±м/с ^ Ј1ШК 
Vf+tVc V 1-и/с У 1-uYc (6.18) 
Эта формула фактически тождественна формуле (6.7). Выражая 
из нее и' , мы находим вновь одномерную формулу преобразо­
вания скорости (6.6). 
6.7. В некоторой инерциальной системе даны две колли-
неарные скорости, и . В другой инерциаль­
ной системе, ПРИтудейся в том же направлении со 
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скоростью V, они равны uj ti и[. Показать, что если 
то z(u^'-f -h =-t> . 
Решение. Требуемое соотношение доказывается подт 
становкой в левую часть выражений uj и по формуле(б.б) 
и заменой V в обеих частях данным выраиением 2{и~Џи^Ј~*. 
Тогда получим тождество. 
§ 7. ОБЩЕ ФОРМУЛЫ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ СКОРОСТИ 
7.1. Две одинаковые частицы движутся с.равными скорос­
тями, но в различных направлениях. Испытав соуда­
рение, они превращаются в два фотона,разлетающие­
ся в прямо противоположных направлениях. Эти нап­
равления делят угол между импульсами частиц попо­
лам. С помощью законов сохранения массы и импуль­
са и формулы преобразования массы фотона найти фор­
мулу преобразования продольной компоненты скорос­
ти, т.е. компоненты, параллельной относительной 
скорости двух инерциальных систем. 
Решение. Задача решается аналогично задаче б.1«На 
рис. 5 осью а: является биссектриса угла между импульсами 
частиц. Частицы имеют массу т. и скорость и .Импульсы фо­
тонов по условию направлены вдоль оси х , чем гарантируешь­
ся сохранение поперечной (т.е. перпендикулярной к оси эс ) 
компоненты импульса. Масса фотона, вылетающего вперед,равна 
, масса фотона, вылетающего назад, равна .В другой 
инерциальной системе.(рис. 6), движущейся со скоростью v в 
направлении оси х , массы частиц.равны т' , их скорости 
и' , а массы фотонов /ч,' ъ , 
Сохранение массы и х -компоненты импульса выражается 
формулаш 
2л1 = ft^ -h ^ 
Znu^^ (7.1) 
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в первой и « 
2 т ' ^  
во вюрой сиотеие. Отсюда 
с ~ /И^+/«1 (7.3) 
" , г г < _ /Ц/-/Ц» 
С ' (7.^) 
Выражая /г/ и /ч'^ по формуле (5.17) через и ,перепишем 
последнюю формулу в виде 
li -/1ЕЖ" « J Ai-у/с 
ч'х _ V /+»//с V /- у/е 
"х -г Ml(1-V/C)-fiJi+v/c) 
ЛиЉ.-IL. 
и'т _ /Ц<У-Л<х с 
с - j^JiS±i.JL 
Учитывая формулу (7.3), находим окончательно 
и' з> '*х-У ^ 
' I-U^WC- (7.6) 
Сравнивая этот результат с формулой (6.6), видим, что про­
дольная компонента скорости преобразуется одинаково,незави­
симо от того, существует ли отличная от нуля поперечная ком­
понента или нет. 
7.2. Найти формулу преобразования величины 
Ответ. Из формулы (7.6) непосредственно следует 
i-4'к/с « . „v 




Эта формула является обобщением формулы (6.7). 
7.3. Найти общую формулу преобразования пассы тела (или 
частицы). 
Решение. Из первых формул (7.1) и (7.2) следует 
л' = л*' X 
(7.8) 
Подставляя вместо и выражения этих величин по форму­
ле (5.17), находим 
( y V  -  v ' • / c ^  ( 7 . 9 )  
Разделив числитель и знаменатель на -t-Mt и воспользовав­
шись формулой (7.3), получаем 
tn(i-u^v/c4 
Vf-t/Vc» ' (7Л0) 
Это и есть общая формула преобразования массы тела или час­
тицы. 
7.4. Найти общую формулу преобразования величины 
Решение. В формуле (7.10) tn есть масса частицы, 
движущейся со скоростью и ; tn' есть масса той же частицц 
движущейся со скоростью м' . Через массу покоя обе ве­
личины выражаются согласно формуле (5.9) так: 
м. т ~ 
т. = 
•\/i-uyc* (7^ Л) 




Эта формула является обобщением формулы (б.б). 
7.5. Найти формулу преобразования поперечной компонен­
ты скорости. 
Решение. Обозначим поперечную компоненту через 
(в другой системе ). Переписав формулу (7.12) в вице 
уТ c^ сУ у' с* ^ f-u^v/c^ ' 
подставив в левую часть ее вместо выражение формулы (6.6) 
и выразив JL^ , находим 
и' = 
/ /-.«XV/C* • 
Такого »e вида формула верна, очевидно, и для z -компоненты 




7.6. Убедиться в том, что формулы обратного преобразо­
вания компонент скорости из штрихованной системы 
в нештрихованную имеют такой же вид, как и форму­
лы прямого преобразования, с заменой лишь v на 
-V . 
Решение. Формулы прямого преобразования суть 
о' = — У 
* 1 — U^V/C*- ' 
uf = "//f-uyc* , (7.15) 
if' ^ UgV/-t>yc* . 
2 f _ UxV/Ci 
Выразив из них.«Ј^, и^, , находим, в саном деле, формулы 
и - . 
х- i+UiV/C- ' 
„ (7.16) 
> 1+u^v/ci ' 
и = . 
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7.7. Какова должна быть скорость v штрихованной сис­
темы относительно нештрихованной, чтобы поцереч-
iffle компоненты скорости оставались в преобразова­
нии неизиенными? 
Решение. Чтобы было и цЈ.®«, ,должно быть, 
согласно второй и третьей формулам (7.15), у/у-vyc*»1-<џ>/Л 
Но тогда, согласно формуле (7.12), и,следователь­
но, = Иж . Отсюда и'* =s -Ux. . Первая формула(7.15 
вдет » откуда г? « *® Р®~ 
зультат получается (не считая тривиального решения У» О, 
когда ), конечно, и непосредственно из равен­
ства в / - t/ajU/C * . 
7.8. Пусть на неподвижное (первичное) тело массы покоя 
Мв падают пои углом два одинаковых тела с массой 
1Я. и скоростью и. (рис. 7). В результате полно­
стью неупругого соударения налетающие тела объе­
диняются с первичным телом в одно вторичное тело 
массы покоя М„ , которая получает некоторую ско­
рость V , направленную, очевидно, по биссектрисе 
угла между импульсами налетающих тел. Примем эта 
направление за ось ж . В другой инерциальной сис­
теме (см, рис. 8), движущейся относительно первой 
со скоростью V , первичное тело имеет окорость-Ц 
а вторичное покоится; массы и скорости налетающих 
тел обозначим через т' и . С помощыв законов 
сохранения массы и импульса вывести вновь формулу 
(7-6). 
Решение. В первой инерциальной системе сохранение 
массы и X -компоненты импульса выражается формулами 
Zm.u^=M„jf(v)v, (7Л7) 
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a во второй (штрихованной) - формулами 
hojjiv) -tZm' =М„ , 
Zm'til =Moj(0}v. (7.18) 
Здесь, согласно уже известной зависимости массы от скорости, 
/ ( V )  « / ' / - y y c v  
Исключая из формул (7.17) m , а из формул (7.18) т' , на­
ходим .. и ,j / . 
M„lHV){i+v/u'^) . (7.19) 
Перемнокая эти равенства и сокращая результат на AleAl,« »на­
ходим 
{i-•ü/^^*.)('t+v/u^) = ^-v^/c^. (7.20) 
Выражая отсюда «* » приходим к формуле (7.6). 
7.9. С помощью формул предыдущей задачи вывести вновь 
формулу преобразования массы (7.10). 
Решение. Разделив вторую формулу (7.18) на вторую 
формулу (7.17), находим 
или,согласно первой формуле (7.19), 
tn.'u'^/mu^=^jf(v)(1-v/u:^). (7.22) 
Подставляя сюда и'^ = ^žTi^v/o- " — И , 
приходим к формуле (7.10). 
7.10. Среда, показатель преломления которой равен п. , 
движется равномерно со скоростью . Чему равна 
скорость света в этой среде в направлении, обра­
зующем с ГТ угол «• ? 
Решение. Примем направление v за ось х , плос­
кость, Б которой идет свет, за плоскость х<^ . Б инерциаль-
ной системе, в которой среда покоится, скорость света равна 
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-С/л. . Обозначим ее компоненты через и , так что 
" J" • (7.23) 
С другой стороны, и выражаются через компоненты 
и^ = и cosoc , 
Ujf=USi.nOL {7.2И) 
своросхи света в данной системе, в которой среда движется, 
по формулам (7.15) в виде 
и! — uces<x-v 
* ~ 1—UV cojec/e* ' 
^/- Usinui/l-vVc^ _ (7'25) 
/ i~uvcos< /c^ 
Здесь_и. есть искомая скорость света. Подставляя эти выра-
жвщ1я в формулу (7.23) и решая полученное уравнение относи­
тельно и , находим 
f, ̂  ̂  (1-hr4 4-V(i-fiV[n-^-fi*(süv^-htL-^coi*eO] 
i — рЧлхп'-ОС + nr*cos*-ci) ' 
(7.26) 
где |3 = v/c . 
§ 8. АБЕРРАЦИЯ СВЕТА 
8.1. Убедиться в том, что формулы (7.15) применимы так­
же к компонентам скорости света. 
Решение. Вывод формулы (7.6) (т.е. первой формулы 
(7.15)) в задаче 7.1 не требует, чтобы она относилась к ско­
рости частицы, имеющей отличную от нуля массу покоя. Вместо 
двух таких частиц, превращающихся при соударении в два фото­
на, мы .могли бы рассматривать превращение двух одинаковых ^хз-
тонов в два других фотона. Выкладки в этом случае ни в чем 
не отличались бы от приведенных в решении задачи 7.1, толь­
ко/л и т.' означали бы массы первичных фотонов в двух инер-
циальных системах, а вместо и и и', нужно взять с и вместо 
U, и и ci . Следовательно, конечная формула (7.6) 
остается в силе и для скорости света. Равным образом в зада­
6 
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че 7.8 можно было бы вместо налетающих тел с конечной-мас-
сой покоя рассматривать гџва одинаковых световых потока,пог­
лощаемых одновременно телом. Для поперечных компонент тоже 
остается в силе вывод, данный в задаче 7.5, так как формула 
(7.12), на которой этот вывод основан, верна, очевидно,и для 
света (поскольку при и.=и'=с обе части обращаются в нуль). 
Следует, однако, отметить, что формулу (7.12) нельзя обос­
новывать для света способом, приведенным в решении задачи 
7.4, так как формулы (7.II) к свету неприменимы. Но в этом 
нет и нужды. 
Итак, для компонент скорости света имеем следующие фор­
мулы преобразования 
с' = 
* 1-CxV/C^ ' 
' (8.1) 
Примечание 13. Подчеркнем, что при переходе из одной 
инерциальной системы в другую модуль (абс. величина)скорос­
ти света остается неизменным, хотя-компоненты скорости 
меняются. Изменяется, следовательно, направление скорости. 
Это явление называется аберрацией света. 
8.2. Показать, что при аберрации света изменяется толь­
ко угол, образуемый скоростью света с относитель­
ной скоростью инерциальных систем, и вывести фор­
мулу преобразования этого угла. 
Решение. Обозначив угол между векторами с" и v 
(т.е., между скоростью света в первой системе и осьюх) че­
рез •9' , а угол между векторами тп V через ^ ^получим 
с^ = с СР5-? , 
Сх = ccos9- . (8.2) 
Подставляя эти выражения в первую формулу (8.1), находим 
cos»'= cos^-v/t . 
-I -{v/c)cos9- (8.3) 
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Это и есть искомая формула. А так как -
другой угол (азимут), определяющий направление,не изменяет­
ся. Таким,образом, одна формула (8.3) заменяет все три фор­
мулы (8.1). 
8.3. Астрономической аберрацией называется явление, 
состоящее в кажущемся изменении положения непод­
вижных звезд в течение года. Причиной этого явля­
ется обусловленная годовым движением Земли абер­
рация света. Принимая земную орбиту за окружность, 
найти радиус аберрационного кружка, описываемого 
находящейся в полюсе эклиптики звездой. 
Решение. Если звезда находится в полюсе эклипти--
ки, то свет от нее идет в направлении,перпендикулярном орби­
тальной скорости Земли (см.рис. 9). Приняв в формуле. (8.3) 
•Э" = 90° w V - 30 км/с, находим cos^ —-v/c =-/0"*,0тсюда 
следует, что луч от звезды отклоняется от перпендикуляра на 
угол fO"*= 20,5 . Поэтому звезда оказывается смещенной от­
носительно своего истинного (раблюдаеыого с Солнца) положе­
ния на угол 20,5 в направлении движения Земли. Так как это 
направление в течение года непрерывно изменяется, то изме­
няется и направление смещения. В результате звезда описыва­
ет на небесном своде кружок с радиусом 20,5 . 
8.4. Убедиться в том, что нерелятивистская теория,в ко­
торой скорость света подчиняется классической фор­
муле преобразования скорости (3.1), дает для ас­
трономической аберрации результат, практически не­
отличимый от релятивистского. 
Решение. Так как по формуле (3.1), если принять 
направление v за ось х , 
= , 
9'=9 ' 
Cjj = Cjc 
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c'=tyc*-2c,ü-»-w* , (8.5) 
_ Cx~V COS 9'= ci/с' ; 
Ус*-2СхУ+о* 
откуда 
со5».-у^е ^ . 
Vl-2fv/c)cos»+fv/c)* г 
Так как в случав астрономической аберрации уз/с4^\ , ТО, 
приближенно, 
CCS9-VA: 
i-(v/C)C0i9- ' (8.7) 
что совпадает с релятивистской формулой (8.3). 
8.5. Луч света падает под углом ^ на плоское зеркало, 
движущееся со скоростью t; в направлении нормјвлн, 
удаляясь от луча. Найти угол отражения . 
Решение. На рис. 10 ось х взята в направленп яр-
жения зеркала, ось џ в плоскости падения луча. Преобразуя 
угол е- по формуле (8.3) в систему покоя зеркала, нахоцм 
сод»'= cos^-v/c 
i -(vfc)cos9-
Но в системе покоя зеркала угол отражения •9; равен углу па­
дения; ...а/ C0S9-V/C 
i~(V/C)COi» • 
С осью X отраженный, луч образует угол 180°и его ков 
синус равен —cas9l . Преобразуя его обратно по той же фор* 
муле (8.3) в первоначальную систему, в которой зеркало дви­
жется, находим 
а. -cos9i+v/c CO5f«0-9,)=-_^^ • 
Подставляя сюда предыдущее выражение для coi^ , получаем 
а (i+v4c>-) cosb--7.vlc • 
< i-Z(v/c)cõs9^-t-v*/c^ ' (8.8) 
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§ 9. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ МАССЫ И ШПТЛЬСА 
9.1. Найти формулу нреобразования иассы любого объекта, 
движущегося с определенной скоростью (тела или све­
тового потока). 
< Решение. Для тела или частицы ыы имеем уже форму­
лу (7,10), в которой, раскрыв скобки, заменим ,гдв 
х-компонента импульса. Та же.формула верна и для све­
та, как показано в решении задачи 8.1. Таким образом, иско­
мая формула есть 
m-vfe/c» ^ 
Vf-vVc» (9,1) 
где V , как и раньше, есть скорость движения штрихованной 
инерциальной системы относительно нештрихованной, а ее нап­
равление взято за ось х , 
9.2. Вывести формулы преобразования компонент импульса 
любого.объекта, движущегося с определенной ско­
ростью. 
Решение. Искомые формулы получаются йепосредзтвен-
но умножением формулы (9.1) на формулы (7.15) (или в случае 
света, на ф01П1улы (8.1)). При атом следует переписать чис­
литель выражения (9.1) в прежнем виде, как он был в формуле 
(7.10), так что множитель l-u^v/c^ (или /-c*w/c* ) повсю­
ду сократится. В результате находим 
•\/1-V^/C* ' 
Й-Л • 
9.3. Из формулы (5.23),поскольку масса покоя инвариант­
на, следует, чти 
/П'С* = агМ*С»-Ь'» , 
(9.3) 
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Убедиться в этом непосредственно, подставляя в лет-
вую част^ выражения '"' » />i i i р\ из фор­
мул (9.1) и (9.2). 
9.4.Показать, что величина ,где 
массы, а ft » ^ - импульсы двух объектов,инва­
риантна. 
9.5.Показать, что инвариант неотрицателен. 
Решение. Подставляя = tn^u^ и и 
обозначая угол между импульсами д и через а ,находим 
(9.if) 
9.6.Показать, что формулы преобразования массы и им­
пульса (9.1) и (9.2) применимы не только к отдель­
ному объекту, но и к произвольной совокупности объ­
ектов, импульс которой равен векторной сумме им­
пульсов отдельных объектов, а масса - сумме масс 
отдельных объектов. 
Решение. Доказательство вытекает непосредственно из 
линейности формул (9.1) и (9.2). Переписав их с индексом к, 
нумерующим объекты 
I _ 
• Vf-vVc* * 
'Пк-Уркж/с'-
* Vi-vVc^ 






формулы преобразования того же вида 
J 
Н —^ Ч\-\^ 
Yi - «Ус» ' 
> 
Р'г-Ь , 
fn/^ . (9.7) 
Vf-t>Vc» 
9.7. Убедиться непосредственно в том, что обратное пре­
образование из штрихованной системы в нештрихо-
ванную отличается от прямого.преобразования толь­
ко знаком скорости v , т.е. 
Ь = + , 
' * sji- иVc* 
> (9.8) 
^ _ ы+урис-
9.8. Два фотона с массами и ( //^ >/«^ ) движутся 
в данной инерциальной системе в противоположных 
направлениях. Другая система движется параллельно 
импульсам фотонов. Какова должна быть ее скорость 
•О , чтобы массы фотонов были в ней равны? И че­
му они гам равны? 
Ответ. V = с» "С*. ; кажг1ый фотон имеет массу 
9.9. Две частицы с массами покоя и движутся 
вдоль одной прямой друг другу навстречу. Массы их 
равны и frij^ . Найти массу m второй частицы в 




§ 10. РЕЛЯТИВИСТСКИЙ ЦЕНТР МАСС 
ПРИНЦИП близкодействия является следствиеи . невозмож­
ности мгновенной передачи действия на расстояние. Подобная 
передача означала бы бесконечную скорость передающего дей^ 
ствие сигнала. между тем как максимальной возможной скорос­
тью сигнала является скорость свбта (подробнее об'этом см. s 
§ 14). Поэтому мгновенное взаимодействие любого.рода между 
двумя точечными объектами возможно только тогда, если они 
находятся в одной и той же точке. В этом и состоит принцип 
близкодействия. 
10.I. Пентром масс совокупности точечных объектов на= 
зывается, как и в классической механике (см.фор-
мулу (1.26)), точка 
' (ЮЛ) 
к 
Допуская возможность взаимодействия этих объек­
тов друг с другом, но считая всю совокупность зе|(-
кнутой (т.е. не взаимодействующей с окружением), 
зайти скорость движения центра масс. 
Решение. Скорость точки равна производной ее ра­
диуса-вектора по времени. Обозначая ее через .а , находим 
(10.2) 
Последний член равен нулю в силу сохранения массы. Первый 
член тоже равен нулю по той же причине, если учесть вдоба­
вок принцип близкодействия. В самом деле, изменение массы 
какого-либо объекта возможно только при его вза­
имодействии с другим объектом, масса которого изменяется на 
столько же в обратном направлении.Радиус-вектор в этот мо­
мент у обоих объектов один и тот же. Следовательно,два,члена 
в сумме будут \dn^/di: и -%dtrLjdt .Они взаймдо 
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уничтожаются. То же верно и в случав одновренвнного взаимо­
действия более чей двух объектов. Все они должны находиться 
в озно^ и той же точке, а полное изиенение их иассы должно 
равняться нулю. Такии образом, в первом члене правой части 
формулы (10.2) все члены в сумме взаимно уничтожаются. 
•В среднем члене d\/đt есть скорость i:-ro объект 
та, а ^tTL^dxi^/di есть полный импульс ^ совокупности. 
Итак, скорость центра масс равна 
(10.3), 
где - полная масса совокупности. Формула эта сов­
падает по*'виду с классической формулой (1.25). 
Примечание 14. Центр масс, определяемый ф01мул0й(IO.I), 
не является инвариантной точкой. В разных инерциальных сис^ 
темах он расположен различно относительно объектов совокуп­
ности. 
10.2. Показать, что скорость центра масс вообще говоря 
меньше скорости света, будучи равна ей только в 
том случае, если все объекты движутся со скоро­
стью света £ одном и том же направленин. 
Решение. Из формулы (10.3), переходя от векторов 
к их модулям, получаем неравенство 
' (1П.4) 
к. * 
где знак равенства имеет место только в случае, если всесно-
рости .7^. однонаправленны. Выражение в правой части форму­
лы (10.4) можно понимать как среднюю скорость объектов. Но 
так как , то ^ с , . причем равенство 
имеет место только если все равны с . Отсюда и выте­
кает, что и<с , кроме случая, когда скорости всех объек­
тов разны с и имеют одно и то же направление. Лишь в этом 
особом случае u = с . 
Иначе можно прийти к тому же выводу, взяв выражение 
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в силу формул (5,23) и (S.'f) всегда неотрицательное, вообще 
говоря положительное и равное нулю только в случае,если ско­
рости всех объектов равны с и направлены одинаково. Но не­
равенство 
равносильно неравенству с'--и^>0 (см.формулу (10.3)), что 
и требовалось показать. 
Примечание 15. йнерциальная система, в которой центр 
масс совокупности неподвижен, называется системой центра масс. 
Согласно задаче 10.2 система центра масс существует всегда, 
кроне тривиального случая, когда все объекты движутся со ско­
ростью света в одном и том же направлении. Скорость системы 
центра масс относительно произвольной инерциальной системы 
совпадает,Q0 скоростью центра масс и равна, согласно форму­
лам (10.3), 
' (10.5) 
где jS" и m - полные импульс и масса совокупности. Полный 
импульс совокупности равен в системе центра масс, очевидно, 
нулю. 
10.3. Показать, что скорость центра масс (см. формулу 
(10.3)) преобразуется при переходе из одной инер­
циальной системы в другую так же, как и скорость 
отдельного объекта (см.формулы (7.6), (7.13) и 
(7.14) или, для света, (8.1)). 
Решение. Для компонентов скорости центра масс ае-





причем штрихованная система движется относительно нештрихо-
ванной со скоростью v в направлении оси . Подставляя в 
правые части формул (10.7) выражения pL $ />Ј » t » из 
формул (9.7), находим 
* n\~V/>x/C^ ' 
(10.8) 
u'^ />гт//-УУс* 
Разделив здесь числители и знаменатели на т. , с учетом фор­
мул (10.б) находим 
Чж-и и, я 
i-UJü/c^ ' 
ы' = Л!й/££^ (10.9) 
đ 1 — u^v/c*- ' 
i-u^v/c^ 
Это и есть формулы преобразования компонентов скорости. Та­
ким образом, ркорость движения центра масс подчиняется дей­
ствительно, обычным формулам преобразования скорости. 
10.4. Показать, что величина , THfitn.TiL'p -
полные масса и импульс совокупности,инвариант­
на. 
Решение. Для отдельного объекта инвариантность ве­
личины тЧ:^—получена в решении задачи 9.3 как следст 
твие формул преобразования (9.1) и (9.2) массы и импульса. 
Но масса и импульс совокупности преобразуется по формулам 
того же вида (см.задачу 9.6). Следовательно, и для совокуп­
ности имеет место инвариантность: 
— SS inv. 
^ (10.10) 
Примечание 16. Величина 
X-t/t 
, (10. II) 
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где fit и ,/» - масса и импульс совокупности, в силу форму­
лы (10.10) инвариантная, называется массой покоя совокупнао-
ти. Это понятие является обобщением понятия массы покоя от­
дельного объекта. 
10.5. Показать, что масса покоя совокупности равна ну­
лю, если центр масс движется со скоростью света, 
и равна массе совокупности в системе ее центра 
масс, если центр масс движется со скоростью,мень­
шей скорости света. 
Решение. В первом случае,положив в формуле (10.3) 
и=? , находим jb«mc" ; подстановка в формулу (10.II) 
дает Л1, = 0. Во .втором случае в системе центра масс Д = О 
и формула (10.II) дает /п„=пг « что и требовалось пока­
зать. 
10.6. Показать, что если масса покоя /л, совокупности 
отлична от нуля, то она связана с ее массой 
формулой ^ 
т, 
~ ' (10.12) 
где и - скорость центра масс. 
Решение. Формула (10.12) получается путем исклю­
чения ^ из формул (10.3) и (10.II). 
Примечание 17. Формула (10.12) тождественна по виду с 
формулой (5.9),- выведенной для отдельного' тела, й является 
ее обобщением. 
10.7. Показать, что масса покоя совокупности не меньше 
суммы масс покоя составляющих совокупность объек­
тов. 
Решение. Требуется показать, что 
• (10.13) 
52 
Рассиотрин сначала случай,когда 1л ,= О ,  Ђ  этои случав центр 
иасс движется со скоростью света и все объекты движутся то­
же со скоростъю света в одной и тон же направлении (си. за­
дачи 10.2 и 10.5). Следовательно, все О и форнула(1С1,13>) 
выполняется в виде равенства 0 = 0. 
Пусть теперь 0. Тогда существует система центра 
ыасс, в которой и рассиотрим соотношение между массами по? 
коя отдельных объектов и массой покоя их совокупности.В си­
лу инвариантности иасс покоя результат будет верен незашиси-
мо от такого конкретного выбора инерциальной системы.В сис­
теме центра масс 
Следовательно, формула (10.13) принимает вид 
Z /п^ > Z ^J 
Так как это неравенство верно для.каждого отдельного члена 
суммы, т.е. , то оно верно и для всей, 
суммы, что и требовалось показать.Равенство в формуле ([O.I29 
получается только тогда, если все объекты совокупности воиа-
теме центра масс неподвижны или если все они движутся в лю­
бой инерциальной 'Ьистеме со скоростью света в одном и том же 
направлении. В остальных случаях масса покоя совокупности 
больше суммы масс покоя составляющих его объектов. 
Примечание 18. Неравенство (10.13) выражает неаддитив-. 
ность массы покоя. Напротив, масса'и импульс - аддитивныеве-
личины. 
§ II. РЕЛЯТИВИСТСКИЕ СОУДАРЕНИЯ 
Упругими соударениями называются в теории относитель­
ности соударения, в которых масса покоя сохраняется, а неуљ-
ругими называются соударения, в которых масса покоя не OOX-J. 
раняется. При этом масса покоя учитывается отдельно для миь 
дого объекта. Это определение упругости ш н^упругости кажет­
ся несогласным с нерелятивистским (см. щяшечание 2).,На са-; 
мом цела оба определения тождественны, как станет ясно в §13. 
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И.Ј.^Два тела, гшижущиеся вдоль одной и той яе прямой 
линии, испытывают упругое соударение, в котором 
какдое из них сохраняет свою массу покоя. После 
соударения тела движутся вдоль той же прямой.За­
даны их начальные массы М или импульсы Р и 
р . Требуется найти их конечные массы /1;, и 





Таким образом, мы имеем систему четырех уравнений (II.I) -
(П.4) с четырьмя неизвестными М, , ъ . Введем 
взамен их неизвестные х и у : 
f (II.5) 
М,= Л1-ЈГ, 
tn^ = m+y . 
Тогда уравнения (II.I) и (II.2) удовлетворяются,а остальные 
два уравнения получают вид 
у* - агУс» - +2Рх/с^ = О , (II.6) 
у* — эсУс* - 2^х/с^=« О . (II. 7) 
Решение. Согласно законам сохранения массы и им-
Р+/ь=^-^;>, (II.I) 
M + . (II.2) 
массы покоя каждого из тел выражается формулами 
(П.З) 
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Эта система имеет, кроме тривиального решения , 
единственное решение 
подставляя эти выражения в формулы (П.5), находим 
р = р -  •  
P (II.10) 
м _м г(тР-мр]ГР+р) 
fAf+mjV-rP+/.r (II-II) 
и 
^ ( •tl )^c^•~(p+p)'• 
в частном случав, когда Р+р = О, т. е. тела имеют равные и 
противоположные импульсы, решение сильно упрощается: 
Pi = -P. (11.13) 
М^~ М, = tn.. 
Это значит, что после соударения оба импульса обращаются в 
противоположные, а массы остаются неизменными. .Это решение 
получается и непосредственно из уравнений (II.I) - (II.'i-): 
вычитая сначала (П.4) из (П.З), нахрдим ; 
разделив затем это уравнение на (11,2) ,нахоили ; 
отсюда и из того же уравнения ,(11.2). следует и m,=m ; 
следовательно, согласно (II.3) и (П.4) ^^=Р*и pf-=p*- • 
откуда, исключая тривиальный результат, имеем 
II.2. Решить предыдущую задачу путем перехода в систему 
центра масс. 
Решение. Согласно формуле (10.5) центр масс дви­
жется со скоростью п 
V = ' л— . 
ГЛ + irv (П.14) 
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Преобразуя по фориулам (9.1) и (9.2) начальные 








Так как начальные иыпульсы в шютеие цен!сра.ыаос равны ищю-
тивоположны, то прииениыо решение (11;13),т.е. 
р'_ (ш-Р— Mf>)c 
^ V(M+t^^)^c^-(P-^^)^ ' (П. 19) 
(niP-Mp)c __ /тт ?m 
м^_ M(M+fn)c*-P(Pi-p) т ?т^ 
cVfAl+ tn.)^c^- (P+f>) * (Ii • 
Наконец, преобразуем конечные массы и импульсы обратно в ис­
ходную инерциальнув систему, положив в формулах (9.1) и 
(9.2) v=-2±^, в результате получим уже известные формулы 
(II.9) - (11.12); 
II.3. Электрон и позитрон движутся вдоль одной и той же 
прямой линии навстречу друг другу со окоростныи 
и Uj . Массы покоя т, их одинаковы..При соу­
дарении происходит аннигиляция, т. е. превре-
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щение этих частиц в два фотона. Найти массы фото­
нов и предполагая, что они вылетают вдоль 
той *е прямой. 




n^Uj/c пч,иг/с _ . 
л/1-и,Чс>- VFüpc^ * (11.24) 
Решая эти уравнения относительно к , находим 
и _üiiA/ii±ü^ ^Ј1=ЊЈс. ) , 
П г  \У)- (^/с  ^Y i  + u j c  J  > 
г ( V f +«,/с V / * 
(11.25) 
П.4. На неподвияный протон с массой локоя М, нале­
тает другой протон с массой М . Если М доста­
точно велико, то возможно рождение протон-анти­
протонной пары (причем первоначальные протоны ос­
таются). Масса покоя антипротона равна массе по-
к'оя протона.Чему равна наименьшая необходимая для 
рождения пары масса налетающего протона? 
Решение. Четыре частицы - три протона и один ан­
типротон - должны после рождения пары иметь одну и тужесво-
рость, если масса налетающего протона должна быть возможно 
мала. В самом деле, если хотя бы одна из частиц имела боль­
шую скорость, чем остальные, то на это пошла бы до.полниталь-
ная масса. Так как массы покоя всех четырех частиц равны,то 
при равных скоростях их импульсы тоже равны. Начальный им­
пульс равен импульсу налетающего протона. При массе ЛЈ он 
выражается как (см.формулу (5.23)).В силу сох­
ранения импульса каждая из четырех частиц имеет импульс,рав­
ный четверти начальнрго, т.е. . О.тсюд-а по 
той же формуле (5.23) находим массу каждой частицы.Она рав-
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^• Следовательно, в силу сохране­
ния массы, 
Л1 + а = . (П.26) 
Решая это уравнение относительно М , находим 
М = 7М, . (11.27) 
Такова наименьшая масса налетающего протона, необходи­
мая для рождения протон-антипротонной пары. Соответствующая 
скорость, вычисляемая из формулы д// - «ус» = У/7 , равна 
(^l/3/'7)c » 0,99 с . 
Иначе можно решить задачу путем перехода в систему 
центра масс. Скорость системы центра масс равна по формуле 
(10.5) 
М+Мо (П.28) 
Преобразуя массы обоих первичных протонов по формуле (9.1) 
в систему центра масс, находим, что они, как и должно быть, 
равны, а именно 
/vi' = yA®±S . (11.29) 
Если А1 возможно мало, то четыре частицы должны после рож­
дения пары остаться в системе центра масс неподвижными. Их 
полная масса равна VAI» , которую следует приравнять началь­
ной массе 2М'. Получается уравнение 
-VMo + , (11.30) 
откуда вновь следует . 
11.5. Убедиться в том, что решения задач 2.3 - 2.5,по­
лученные в рамках нерелятивистской механики,вер­
ны также с релятивистской точки зрения. 
Ответ. Это вытекает из того, что в этих задачах 
нет нужды учитывать зависимость массы тела от скорости. 
11.6. На движущееся тело падают с двух сторон перпен­
дикулярно к направлению его движения два свето­
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вых потока с равными и противополонными импульса­
ми и равными массами . Кроме того, сзади на те­
ло падает световой поток с массой . После пог­
лощения всех трех потоков тело сохраняет свою ско­
рость. Найти ее. 
Ответ. ..^^1 • • . Этот ответ тоже является оди-
каково релятивистским, и нерелятивистским. 
П.7. Тело с массой покоя движется со скоростью и , 
Перпендикулярно к направлению движения на него па­
дают с двух противоположных сторон два световых 
потока с равными и противоположными импульсами и 
равными массами /ч . Какова будет масса покоя 
тела и его скорость после поглощения им обоих 
потоков? 
Омет, м, = •^>ni+4fO-+Hm,jn(1-ufc4-V* . 
Обратим внимание на то, что выражение совпадает с нере­
лятивистским ответом (см.задачу 2.6), ерли заменить здесь 
на m (начальную массу тела) тл./и науЬ/с.Но фор­
мула для является чисто релятивистской. 
11.8. Каково наименьшее значение ft массы фотона,могу­
щего при соударении с неподвижным электроном пр®-
ратиться в электронно-позитронную пару? Первый 
электрон остается. Масса покоя и электрона,и по­
зитрона равна т, . 
Ответ. = . 
11.9. Каково наименьшее значение массы фотона,могу­
щего при соударении с неподвижным протоном, прев­
ратиться в электронно-позитронную пару?Протон ос­
тается. Масса покоя протона равна Л1, , электрона 
и позитрона rtig . 
Ответ, /и. =Zm„(i + т,/М,). 
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11.10. Каково наименьшее значение т. массы пиона,могу­
щего при соударении с неподвижным протоном прев­
ратиться в протонно-антипротонную пару? Первый 
протон остается. Масса покоя пиона равна т, , 
протона и антипротона At, . 
Ответ, пл. а ~ . 
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11.11. Покоящееся тело массы покоя т„ поглотило сразу 
четыре световых потока; в двух противоположных 
направлениях с равными массами /ч , а в двух 
других противополояных направлениях с массами 
и , причем > /<2. • п какой скоростью и 
движется тело после этого? 
Ответ. и = —_ 
/ТЧ, + 2^ +уЧ,+-у*, 
11.12. Тело массы покоя h, , двигаясь со скоростью и. , 
испускает в направлении своего движения частицу 
со скоростью и относительно себя, в результате 
чего останавливается. Чему равна масса покоят, 
испущенной частицы? Чему равна масса покоя Л1*, 
тела после испускания частицы? 
ответ. т.= /у, 
"• u-f-v > " u+v 
11.13. Частица массы покоя т, , двигаясь со скоростью 
и- , испускает в противоположную движению сто­
рону фотон с массой f< . Найти скорость ц, час­
тицы после этого и ее массу покоя т,, . Найти так­
же ведений предел для уц . 
Ответ, и = ^.ц -иЧс* _ 
' 
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II. 14. Частица иассы покоя /п, , двигаясь со скоростъю 
и. , испускает в направлении своего движения фо­
тон, в результате чего получае® скорость в 
обратном направлении. Чему равна масса /и фотона 
и масса покоя частицы после испускания фото­
на? 
Ответ, и + - /(1-чМ(1-и^/а 
^ - (СФ - '^"Уа+и/снщм • 
11.15. Покоящийся атом массы покоя Шо испустил в цвзпс 
противоположных направлениях фотоны с массами/«^ 
и /Uj >/u^). Найти массу покоя /п^ атома пос­
ле испускания фотонов и его скорость и . 
0ш1' и= . 
11.16. Покоящаяся частица массы покоя /п^ распалась на 
три фотона, импульсы которых образуют между сот-
бой углы 90°, 120° и 150°. Найти массы 
ftj фотонов. 
л=Ы'-т 
П.17. Покоящийся атом с массой покоя m« испустил фо­
тон, после чего его масса покоя стала равной«^. 
Найти массу /и фотона и скорость и атома после 
испускания. 
Ответ. „ _ _ c(trt-fnhi 
I ~ ZMO > ~ rri-hnt^ 
II.18. Две одинаковых частицы движутся с одинаковыми 
скоростями tt под углом. Испытав соударение,они 
превращаются в два фотона, разлетающиеся в той 
же плоскости. Найти соотношение, связывающее ур­
лы и fa « образуемые импульсами фотонов с 
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биссектрисой угла между импульсами частиц. Оба 
угла считать острыми. 
Решение. Примем биссектрису угла между импульса­
ми частиц за ось а: , а плоскость импульсов за плоскость зсу 
(см.рис. II). Массы частиц обозначим через т. , массы фото­
нов через . Сохранение массы и компонентов импульса 
записывается в виде 
2/п. — "t Ла > 
2n\.Ux=:(H^COS<f^-/U^CaSf2)C , (П.31) 
Исключая из этих уравнений и , причем т. также ис­
ключается, находим искомое соотношение 
{1-ujc)btn.(<f>jz) = 32) 
11.19. Частица с массой покоя распадается в покое 
на две частицы с массами покоя /л^ и • Найти 
массы /п.^ и вторичных частиц и модуль их им­
пульса р . 
Ответ, m = Мо-ј-гп%-п%^^ ^ . 
^ ZMo ' ^ 2.Мо ' 
f, =(с/2М,]'^(Н,+1л,,+ тЈ(1%-ћх^-тЈ(М.+ г^,г^^г,)(^'-'^1.-^'^Ј • 
11.20. Частица распадается в покое на три одинаковых 
частицы с равными по модулю импульсами. Масса 
покоя первичной частицы равна Л1<, , вторичных -
ftie . Найти модуль импульса у? каждой из вторич­
ных частиц. 
Ответ. f> = (c/3}y/l^i--3tni . 
П.21. Частица с массой покоя /Ч, распадается на две 
частицы с массами покоя и )• 
Импульсы вторичных частиц по модулю равны и вза­
имно перпендикулярны. Найти,массу М первичной 
частицы и ее скорость и . 
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Ответ. 
N -'»fo+ //Я7^ггтй+т5,;л(»-+ 2(т»+mi) ; 
'Л» - /»г« 
11.22. Та же задача, но вторичные частицы имеют равные 
массы покоя Мв . 
Ответ. М = ̂ ZMi-Hni ; . 
11.23. Tf-мезон распадается на лету на два фотона.Най­
ти наибольшее и наименьшее значение угла в , 
образуемого импульсами фотонов. Чему равен этот 
угол, если импульсы фотонов равны по модулю?Hafc-
ти также зависимость отношения модулей импуль­
сов фотонов от 0 и установить наибольшее и наи­
меньшее значения этого отношения. Скорость тг'-
мезона равна и . 
= Zaxccos (и/с) ; 
Silx(9/Z)̂  Wsin. 9* . jtn. в 
I i 
где ^ модули импульсов фотонов. Если /üi,=/>a i то 
Ö = i-u/t ' -
11.24. Частица с массой покоя Af, распадается на летуна 
две одинаковых частицы о массой покоя т, и с 
массами /п^ и . Найти угол в между импуль­
сами вторичных частиц и скорость и первичной 
частицы. 
Ответ, cosõ = Z[t^^r^i +hi)—Мј • _ 
^ y/(tnf~m*:)(nii-tni:) ' 
т.,+ т^ 
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11.25. Частица цвикется со скоростью и и распадается 
на две одинаковые частицы с массой покоя т» и 
массами и > т-* ). Найти массу по­
коя Al» первичной частицы и углы Ö, и , обра­
зуемые импульсами вторичных частиц с импульсом 
первичной, а также угол в менду импульсами вто­
ричных частиц. 
\ 
Отве1. А1, = ; 
CasQ - а _ (п^ 
' Z(u/C)^i^r=r^ 7 г zCu/Oy/ftKi-mi > 
case - mi) -(тч +tn^\^Н-иЧсЧ 
zy(/nf--
11.26. В результате соударения фотона массы m с непод­
вижным электроном с массой покоя М, фотон откпог-
няется на угол / , а электрон получает некото­
рую скорость (эффект Комптона). Найти массы М 
электрона и фотона после соударения и угол 
, образуемый скоростью электрона с началь­
ной скоростью фотона. 
' -f + (Zrn/M.)Sih^[//Z) ' 
»\ 1+(Ztn./M,)si.K*-(i'/x)l r 1+т./Мо 
§ 12. ОСНОВНОЕ УРАВНЕНИЕ ДИНАМИКИ 
Сила, действующая"на тело (или вообще на любой объект, 
обладающий массой и импульсом), определяется как производ­
ная его импульса по времени: 
Г» dp,it . (I2.I) 
Таким образом, сила есть мера несохранения импульса отдель^ 
ного объекта. Уравнение (I2.I) является основным уравнением 
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зинаыики. Это - фориула второго закона Ньютона. 
Так как иипульс и иасса взаииосвязаны, то с изиенениеи 
иипульса изменяется, вообще говоря, и масса. Поэтому возни­
кает вопрос о мере изменения массы. 
12.1. Показать, что при неизменной массе покоя 
d/n/äi = Fu/C*-^ (12.2) 
где и - скорость объекта. 
Решение. Импульс и масса связаны формулой 
= Ц2.3) 
(см. 5.23)). Дифференщруя ее по времени, находим 
'p'dp/ttt ^ с'-тЫгл/dt , 
откуда 
dm/di = c~4f/m.}d^/dt . 
Но так как р/т et? , то, заменяя также df/ofi на Г , 
находим 
dnKldUt.=c~'-ru ^ 
что и требовалось доказать. 
Примечание 19. Величина ftT называется, мощностью силы, 
или, иначе, работой, совершаемой силой в единицу времени. 
12.2. Выразить мощность через изменение скорости тела. 
Решение. Подставляя в формулу (12.1) т."' вместо 
"Џ , находим 
F = fndu/dt +• uäm/dt. (12 4) 
Умнохая это равенство скалярно на ^ , находим 
Fu = muotu/alt -hW-drn/di. 5) 
9 
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Заменяя здесЈ) в последней члев^, согласно формуле (12.2), 
dm/dt на Fu./c*- и выракая . FÜ , находим 
nütoiu/dt 
i-uWC- • (12.6) 
Это и есть выражение мощности через изменение скорости. 
Примечание 20. Из формул (12.2)я(12,4) вытекает 
. (12.7) 
Эта формула может быть получена и непосредственно из форму­
лы зависимости массы от скорости. 
12.3. Найти формулу, связывающую силу с ускорением. 
Решение. Ускорение л равно производной скорос­
ти по времени: 
»'^ätZ/di . (12.8) 
Подставляя в формулу (12.4) а вместо du/ett и FiZ/c^ 
вместо сИпх./dt , находим 
F =пС5. +c-'-Fu.u . (12.9) 
Отсюда 
а = (12.10) 
или,несколько иначе, 
12.4. Выразить силу через ускорение. 
Решение. Умножив формулу (12.9) скалярно на и , 
находим -• 




Подставляя это выражение в ту же формулу (12.9), находим 
г _ ̂  . аи.-и/с'-1 
F - t n ( a +  •  (12.13) 
Иначе эту формулу, можно написать в виде 
tn,(а •hC-'-(u%iU7^a))) гго л„\ 
' (12.14) 
12.5. Найти формулы, связывающие силу о ускорением, в 
двух частнш случаях: а) в случае продольной си­
лы, когда F параллельно и , и б) в случае по­
перечной силы, когда F перпендикулярно-Й" . 
Решение. Из формулы (12.II) находим 
  =(%/rr >)(i-u^/c^)^"^ (12.15) 
- (Fl/r^-)(l-u*yc*)''^''. (12.16) 
Примечание 21. На основании формул (12.15) и (12.1б)вв-
т, 
личину взывают. иногда продольной массой.а ве­
личину попоРвчной массой. Однако эти названия 
устарели. Истинная масса, как сохраняющаяся величина,только 
одна. 
12.6. В общем случав сила образует со скоростью тела не­
который угол <р . Найти угол ^ между силой и 
ускорением. 
Решение. Умножая формулу (12.II) скалярно на F 
и выражая скалярные произведения векторов через их модули и 
косинусы углов между ними, находим 




созф (r/am,)(1-^ćos*<y) ^ j ? )  
Первый инохитель/у^ђп, зависит.зд^сь еще от ^ . В самом де­
ле, возводя ту Я0 формулу (I2.II) в квадрат, находим 
(12.18) 
Выражая отсюда и подставляя в формулу (12.17), находим 
окончательно 
Cos^ = i~(u4c''}coi^cp ^ (12.19) 
,А 2и*ео5*у , U^^CoS^V 
V ' С* 
12.7i Убедиться в том, что сила и ускорение параллель­
ны (т.е. ^ = 0°) только в случаях-продольной и 
поперечной.силы (т.е. если «у = 0°, 9?= 180° юш 
9> = 90°). 
Решение. Приравняв в формуле (Г2.19) cos<f=1 , 
находим coS(f=±1 или = О, что и требовалось показать, 
12.8. Найти формулу мощности силы в случае,если масса 
покоя не остается постоянной. 
Решение. Дифференцирование формулы (12.3) дает 
peCf/dt ^c'-tn.dn/di - C^m^dtnjctt . (12.20) 
Отсюда, заменяя Џ = tnu и d^fdi -F , находим 
FtT = C^dm/eH — (tn,/m)c''dmg/dt. (12.21) 
Заменяя еще nv = . , находим окончательно 
fu=C*-c(m/eä - c^^/1-u^/c^ dn^/dt.. (12.22) 
12.9. Так как масса, масса покоя и скорость взаимосвя­
заны, то из трех производных dm./di , dmo/di и 
dui/dt независимы только две. Поэтому форму-
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лу иощносзи (12.22) иожво выраэитъ еще в двухзш-
дах - через производные dm./eit и ЫЛ/М ц черев 
производные dmjdt и Ыи/оИ . Найхи обе эти 
формулы. 
(^-u^/c^)dtn/ ^t -(1--uyc'j^dm,ldt -c'*'mudÜ/di ^О. (i2.23) 
Исключая с помощью этой формулы из выражения (12.22) dn\../dt 
или dm. j di , находим 
'fu = 
(•/-«ус*;« •\/Т=ТЩс^ ' (12.25) 
Отметим, что формула (I2.2'i-) совпадает с (12.5), что и по­
нятно, так как последняя не зависит от того, постоянна ли 
масса покоя или нет. 
12.10. В начальный момент на покоящееся тело начала деСЬ 
ствовать постоянная била. Пасса покоя тела ос^ 
тается неизменной. Найти скорость тела,его масг? 
су и пройденный им путь в зависимости от време­
ни. 
Решение. Движение,.очевидно, прямолинейно.Из ос= 
новного уравнения динамики (I2.I) следует, что импульс изме­
няется пропорционально времени: 
Решение. Формула массы 'п. 
Гм = mudu/dt u*dm./dt (I2.2'^) 
и 
p^F t  .  
Отсюда по формуле (5.23) находим массу 
(12.26) 
tn. — Шо •\/i + 





Интегрируя скорость по вреиеви, находим пройденный путь: 
= (m^cVF)(y/frF4Vi;^ -ij . Ц2. 
На рис. 12 повазан график пути. Он является гиперболой, от­
чего прянолинейвое движение под действием постоянной силы на­
зывается гиперболическим. 
I2.II. Показать, что световой сигнал, пущенный вдогон­
ку за гиперболически движущимся-телом из той же 
точки, откуда движение началось, спустя время 
m,c/F после.начала движения, никогда тело не до­
гонит. 
Решение. Пройденный сигналом путь к моменту t 
равен c(i~m,c/F) . Утверждение вытекает из аеравенства 
X = ci {у/i -h in^c*-/F4^ ~1) > 0 . 
12.12. В вачальвый момент на покоящееся тело начала дей­
ствовать в постоянном направлении. сила, возрастт 
тающая пропорционально массе тела. Масса, покоя 
остается неизменной. Найти скорость тела, era 
массу и пройдеввый им путь в зависимости от вре-
меви; 
Решение. Движевие, очевидно, прямолинейно. Обоз­
начив силу как 
где постоявво, находим уравнение движения в виде 
(12.30) 
dp/ей. = y/i-hp^/tnS-C- . (12.31) 
Интегрируя, находим 
уЬ = tnoCsK(^i/c) . (12.32) 
Отсюда 
(12.33) tn=.n\och(^'ć/c) . 
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Далее, скороств u=f>/m. выражается как 
u.-'c-iki^t/c). (12.34) 
Пройденный путь обоэначии через z . Интегрируя, находин 
% = fc^/\.ск((jt/c) : (12.35) 
12.13. Сила постоянного направления действует на фотов, 
будучи пропорциональна его массе и образуя о era 
иипудьсои в начальный иоиент угол .Найти урав=-
нение траектории фотона и его иассу в зависи-
иости от вреиени. 
Решение. Прииеи направление силы за -ось Z ., а 
плоскость, в которой фотон движется, за плоскость xz Ос­
новное уравнение (12.I), разложенное по коипонентаи, будет 
clb/di , 
äpjät.o, "2-'« 
где у - постоянная, а tn - uacca фотона.Так как tn. 
- f перепишеи уравнения в виде 
dp^/dt = 0. (12.37) 
Интегрируя второе уравнение, иыееи 
p^^p^sinf , (12.38) 
где /Ј, - начальное значение модуля 1?ипульса. Подставляя это 
выражение в первое уравнение (12.37) и интегрируя, находим 
/Ьг =?= + cosfch(^t/c)] . (12;39) 
Из формул (12.38) и(12.39) находим 
С = h Lch(^/с) + C0S<p sklfi/c)] . ^ 
Отсюда масса фотона .равна 
1П = ПХ^[сК (ft/c) + CoSf sh. (ft/c)] , ) 
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где т.^^р^/с - начальна]; масса. Коипоненты скорости фотона, 
согласно формулам (12.38), (12.39) и (12.«), равны 
^ _ CSiK<f> 
* ch(^i/c) + cosfSk(^t/c) 
^ _ c[sk(fi/c).+ cos^cklfi/c)] (12.42) 
' ch (^/c) -h coiif>sh.(^t/c) 
Интегрируя, находим зависимость координат от времени: 
а: = (Zcyp atcteuy. ' 
2 = £ix[ch(^i/c) -t casf sk(ft/c)] , 
(12.43) 
причем обе координаты в начальный момент приняты равными ну­
лю, Исключая, получаем уравнение траектории фотона в ви­
де 
г сЧџ) fjy-lcoS (fx/c'-) (fx/c*)] . ^ J2.44) 
В частном случае, у = О.эта формула непосредственно непри-г 
менима, но из формул (12.43) вытекает л = О, z = ct , т.е. 
фотон движется прямолинейно. Зависимость массы от времени и 
от длины пути выражается в этом случае формулой 
т. = вх/>(^t/c) = m.^exf>(^z/ct) . (12.45) 
Это.т результат совпадает по форме с вытекающей из формул 
(12.33) И-(12.35) формулы зависимости массы тела от пройден­
ного пути, если подставить туда вместо массы покоя тела на­
чальную массу фотона. 
12.14. Как и в задаче 12.12, тело движется под дейотви'^т 
ем силы, пропорциональной массе, но имеет в на­
чальный момент импульс, равный по модулю и 
направленный под прямым утлом к силе. Найти ско­
рость и массу тела в зависимости от времени и 
уравнение его траектории. 
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Решение. Эта задача сходна о предыдущей, но вместо фог 
тона имеем тело с ненулевой массой покоя т, , а угол f при­
нят равным 90°. Ход решения остается тем же. Ось z возьмем 
в направлении силы, ось ее в направлении начального импуль­
са тела. Уравнения движения тела будут 
Ф.М • 0. 
Интегрируя второе уравнение, находим 
А:=л • . (12.47) 
Подставляя в первое уравнение и обозначая начальную массу 
тела через ' 
/п, = М, , (12.48) 
находим 
dp^/d-b . Ц2.49) 
Интегрируя, находим 
$Цџ€/с] . С12.50) 
Из формул (12.47) И'(12.50) находим массу: 
(12.51) 
Следовательно, компоненты скорости суть 
«я =• /)х/т. = сАг Hft/c), 
"2 f (12.52) 
где и^=р^/т^ - начальная скорость. Интегрируя, находим 
If (Zcu^/^)ctician{ih(^t/Zc)j (12.53) 
и 
2 = ('cvy; ̂n.cfi (ft/c) , (12.54) 
причем X (0) = О и 'Ä(O) = 0. Исключая <• , находим уравне­
ние траектории 
2 = - (с^/џ) £kcos[џх./си^) . (J2.55) 
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Приивчание 22. В задачах 12.12 - 12.14 рассиотрены три 
случая движения в поле, которое можно толковать как однород­
ное гравитационное поле, поскольку отличительной особеннос­
тью' гравитационной силы является то, что она пропорциональ­
на иассе. 
12.15. На заряженную частицу с зарядом е действует в 
электромагнитном поле сила 
F = (e/e^)lE + ̂ (u7(.H)) , (12.56) 
где я - скорость частицы, £„ - электрическая 
постоянная, а £ и Н - напряженности электри­
ческого и магнитного полей, измеренные в куло­
нах на квадратный метр. Найти движение частицы 
в однородном электрическом поле, если она имеет 
начальный импульс в перпендикулярном полю 
направлении. 
Решение. Примем направление поля за ось Z ,наг-




ь =! е£ i/e. , 
' (12.58) 
Отсюда находим по формуле (5.23) массу 
гг. =Г y'm.f + , (12.59) 
где - начальная масса. Далее компоненты скорости 
и выражаются в виде 
eEt/£c 
(12.60) 
у/ tn} С* 
п 
Интегрируя вновь, находим координаты в зависимости от вре­
мени (считая их в начальный момент равными нулю) 
(12.61) 
е£ 14fn,c ^ V »^ 
Отсюда, исключая ^ , находим уравнение траектории 
% « (ге,т,с^/еЕ) sK^cEx/Ze^p^c) . (12.62) 
12.16. Найти движение заряженной частицы в однородном 
магнитном поле, если начальный импульс обра­
зует с магнитным полем угол Ä , 
Решение. Примем направление магнитного поля за 
ось 2 , а ось « выберем так, чтобы у -компонента на­
чального импульса была равна нулю. Тогда компоненты началь­
ного импульса будут 
(12.63) 
а уравнения движения, согласно общей фОЈМуле (12.56), будут 
= eu^Hf£,c , 
df>^/dt =:-еи^И/е,с, 
d/ij^/oli^O. (12.6^) 
Заменяя в первых двух уравнениях и^ = е[у/еН. и и^^'сЬс/М и ин­
тегрируя все три уравнения, находим 
/>х = +/6,iin<x. , 
-(eH/£.c)(x-Xi) , (12.65) 
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где - начальные координаты. Масса остается в !^чение 
движения неизиенной, так как работа ыагнитной силы = 
ж^(икН)и тождественно равна нулю. Поэтому и импульс ч 
скорость по модулю постоянны. Первые два уравнения (12,65) 
можно переписать тогда в виде 
d=c/äi =(еН/е^тс)(Ј1-у,)-f-usin«, 
d^/Ai - - (eH/(,nic)(x~ ас,;, 
где tn. - масса и u=fe^//n .  - модуль скорости. Исключая из 
этой системы у или зс , находим 
Ы ^ х / Ы Ь *  Ч - =  О  
(12.67) 
=:-uosina ̂  
где 
а=еЯ/е .тс .  (12.68) 
Эти уравнения являются уравнениями гармонических колебаний. 
Вместе они определяют круговое движение с постоянной ско­
ростью. Интегрируя, с учетом начальных условий имеем 
X = Rsinut , 
' ' (12.69) 
= R(a>su)t-1) , 
где 
/? =£ иЯпо(./ео = е^тсиЛпос/еН . (12.70) 
Положим х.,= О, = . Тогда центр окружности лежит вна­
чале координат: 
•X = R.Sincõt^ 
у =/? coiöjt , (12.71) 
а R. И О) получают смысл радиуса окружности и угловой ско­
рости. Эта.окружность является проекцией траектории на плос­
кость , Для движения вдоль оси ЗЕ имеем третье уравне­
ние (12.65), из которого следует 
%z=ucoS(H.t. (12.72) 
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Такии образом, траектория является винтовой линией, шаг ко­
торой есть 
k - 2irueoi»/u> = Znt^mcucoSoL/eH . ^j2 73) 
Отношение шага к рациусу получается отсвда и из формулы 
(12.70) в виде 
К/Я=2я-с^О£. (12.74) 
§ 13. РЕЛЯТИВИСТСКАЯ ЭНЕРГИЯ. ЭКВИВАЛЕНТНОСТЬ 
MACai и ЭНБЗРГШ 
13.1. Найти работу А , совершаекую силой, когда она 
действует на тело от состояния покоя до произ­
вольного состояния движения. Массу покоя тЪла сад-
тать неизиенной. 
Решение. Искоыая работа выражается интегралом 
(I3.I) 
где нижний предел О означает, что момент, когда тело покои-^ 
лось, принят за начало отсчета времени. Далее, так как,сог­
ласно формуле (12.2), Fu = c^cfm/ät, то 
А = c»J(//n , 
т. е. 
А = с^(т-т^) = . ^3^2) 
13.2. Обобщить формулу (13.2) на случай, когда тело в 
начальный момент не покоится. 
Ответ. 
А = c'-(rn^-tn^) , (13.3) 
гт^е и 1^2 ~ значения массы в начале и в конце. 
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Примечание 23. Формула (13.3), в отличив от формулы 
(13.2), является и в том смысле более общей, что она приме­
нима не только к имеющим ненулевую массу покоя телам, но и 
к объектам, имеющим нулевую массу покоя (например,к свету). 
Такие объекты, как известно, покоиться -не могут; следова­
тельно, формула (13.2) к.ним неприменима. Но на.ни?-тоне мо^ 
гут действовать силы (см., например, задачу 12.13), изме-^ 




' называется кинетической энергией Т тела или час­
тицы. Найти зависимость кинетической энергии ох 
скорости. 
Решение. Согласно формуле (5.9) 
• (13.5) 
13.4. Найти приближенную.формулу кинетической энергии, 
верную при . 
Решение. Разлагая выражение (13.5) в ряд по сте­
пеням до первого неисчезающего члена находим 
TeftvuVz , (15.6) 
что совпадает с нерелятивистским выражением кинетической 
энергии. Тот же результат вытекает и прямо из формулы (5.26). 
Примечание 24. Понятие кинетической энергии применили 
к объектам с нулевой массой покоя, только формула (13.6) в 
этом случав неприменима (о зависимости от скорости вообще не 
может быть речи, поскольку скорость равна всегда с ). Но 




13.5. Закон сохранения массы означает, в силу несохра--
нения массы покоя, несохранение кинетической мас­
сы и , следовательно, несохранение кинетичесюй 
энергии. Обобщить понятие энергии так, чтобы эне^)-
гия была сохраняющейся величиной, а кинетическая 
энергия представляла собой род энергии. 
Решение. Сделать энергию сохравящейся величиной 
возможно только определив ее как величину, универсально эк­
вивалентную массе: 
(13.8) 
Это означает введение, наряду с кинетической анергией,энер­
гии покоя 
= (13.9) 
причем полная энергия £ равна сумме энергии покоя и кине­
тической энергии: 
^ = (13.10) 
У объектов с нулевой массой покоя = О и £«7*. Ни , 
ни Т в отдельности-не сохраняются, как не сохраняются в 
отдельности ни /п» , ни ; но сумма обеих величия,т.е. 
энергия £ (или эквивалентная ей масса /п ) сохраняется. , 
Примечание 25. Теперь ясно, что данное в § II определе­
ние упругости и неупругости процесса тождественно с.употре­
бительным в нерелятивистской механике. В самом деле, сохра­
нение или несохранение массы покоя равносильно сохранению 
или несохранению кинетической массы, т.е., в силу эквивален­
тности массы и энергии, сохранению или несохранению кинети­
ческой энергии. 
13.6. Атом находится в возбужденном состоянии и энергия 
возбуидения равна /)£ (т.е. масса покоя атома 
больше его массы покоя в основном состоянии на 
 E/c^ ). с какой скоростью и должен возбужден­
ный атом двигаться для того, чтобы испустить,пе­
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реходя в основное состояние, в направлении движе­
ния фотон с энергией АЕ ? Какова будет скорость 
атома и' после излучения? Масса покоя атома в ос­
новном состоянии равна т» . 
Решение. Эту задачу, как и все другие подобные за--
дачи, MOJtHO было бы сформулировать и решить без всякого упо­
минания об энергии. Для этого было бы достаточно заменить 
везде энергию эквивалентной ей массой. Задача решалась бы 
тогда на основе законов сохранения массы и импульса по об­
разцу задач § П. Однако здесь мы перешли к языку энергети^-
ческого описания, подчиняясь традиции, господствующей в атом­
ной физике. Вместо масс мы доляны теперь ввести эквивален­






Решая эту систему относительно V. и , находим 
(13.13) 
ч л 1+ Зл/ч 
с г ' 1+з<*^2 +s<KVg ' 
l + ei/Ч 
С 3- j +eL/i ' 
где 
oL^ E/^ .c^. (13.14) 
Так как фактически всегда , то, приближенно, 
u и 
С ~ Z ' 
к. 3. 
С 2 • 
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13.7. Если две или несколько частиц связаны в состав^ 
ную частицу, то масса покоя последней меньше cji*-
мы масс покоя составных частей. Разность назы­
вается дефектом масс, а эквивалянтная дефекту 
масс энергия называется энергией связи.Так.массу 
покоя атома водорода в основном состоянии можно 
в ы р а з и т ь  в  в и д е  М ^ + т ,  —  I / c ^  ,  г д е и / % - м а с ­
сы покоя протона и электрона, а J - энергия св^ 
зи. Чему равна наименьшая энергия £ фотона, мо-
I гущего, поглотившись в покоящемся атоме, разор­
вать связь мекду протоном и электроном,т.е. выз­
вать ионизацию атома? Какова скорость и , с ко­
торой движутся в этом случав протон и электрон 
после ионизации? 
Решение. Согласно законам сохранения энергии 




Решая эту систему относительно £ тл и , находим 
^ ' (13.18) 
^ oc(1-»t2) 
С ~ i-oc+ccYZ ' 
где 
Здесь л 4^ i .с точностью первого порядка относительно « 
е !=1(1+^/ г ) ,  
U/Ccs.oL. (13.20) 
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13.8. Ядерная энергия представляет собой освобождаю1р 
ЩЗФСЯ в ядерных превращениях энергию связи ядер. 
Найти энергию, освобождающуюся дри превращении 
I г дейтерия в гелий,зная,что ядро гелия состоит 
из двух ядер дейтерия; насса покоя ядра дейаи-
рия равна в атомных единицах иассы 2,0136,а uan-
са покоя ядра гелия в тех же единицах 4,002б.На»-
ти также количество образовавшегося гелия. 
Ответ. Гелия образуется 993,9 иг; энергии осво-
боидается Дж. 
13.9. Найти пассу света, излучаемого Солнцем в год, зная, 
что на I поверхности, перпендикулярной на 8ш-
ле к солнечным лучам, падает в секунду 1400 Дж 
энергии излучения. 
Ответ. 1,4.10^^ Мг. 
§ 14. отаоситЕЛЫость вРЕяети,. СОБСТВЕННОЕ BPEIM 
Элементарное событие характеризуется кинематически .точ­
кой, где оно произошло, и моментом, когда оно произошлоЛхр-. 
динаты точки и момент времени являются координатами события. 
Если у двух событий все координаты равны, то события совпа­
дают, т.е. являются одним и тем же событием. Если же собы­
тия различны, то они должны быть разобщены или в пространс­
тве, или во времени, или в том и другом. Каждая пара событий 
характеризуется, следовательно, пространственным расстоянием 
и промежутком времдни между ними. Обе эти величины относи­
тельны. Если расстояние равно нулю, то события называются 
одноместными; если промежуток времени равен нулю, то события 
называются одновременными. Одноместность и одновременность 
тоже относительные характеристики. 
14.I. Показать, что не всякие два события можно сделать 
путем выбора подходящей инерциальной системы однсь 
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иестншш, и вывести критерий, указывающий, в ка­
ком случае это вознояво. 
Решение. Пусть два события происходят в некото­
рой инерциальной системе в моменты и в точках и 
(причем , т.е. события не одноместны). Вообразим 
сигнал, идущий прямолинейно и равномерно от первого события 
ко второму, т.е. отправляющийся из точки % в момент и 
прибывающий в точку ^ в момент , Такой сигнал воз­
можен в виде реального объекта только при условии 
> (W. I )  
tj— •Cf 
где в левой части стоит скорость сигнала. Притом в случаер-
венства возможен только световой сигнал. Если же имеем не­
равенство, то сигналом может служить.любое тело, движущееся 
со скоростью, меньшей скорости света. С этим телом можно сш-
зать инерциальную систему, в которой очевидно, события бу­
дут одноместны. Таким образом, события можно сделать одно­
местными только при условии 
< с • (1^.2) 
Иначе этот критерий можно записать в виде 
. (14.3) 
1^.2. Световой сигнал испускается неподвижным телом А 
в направлении неподвижного тела В и достигает его 
за время t Чему равен промежуток времени t' 
между отправлением и прибытием сигнала в другой 
инерциальной системе, движущейся относительно щь 
вой в направлении сигнала со скоростью v ? 
Решение. В другой инерциальной системе оба тела 
движутся со скоростью V в направлении, обратном сигналу. 
HycTS телом В является зеркало, отражающее сигнал обратно к 
телу А. На рис. 13 Aj есть положение тела А в момент отправ­
ления сигнала, А2 - положение его в момент прибытия отражш-
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ного сигнала, В - положение зеркала в коменф отражения. В 
первой инерциальной оистеие, где тела А и В покоятся,прямой 
и отраженный сигналы идут одинаковое время t . В другой 
инерциальной системе времена их неодинаковы. Мы можем -пыра-
зить искомое время прямого сигнала f в виде 
где ^(v) - пока неизвестная функция скорости. Ясно только, 
что эта функция должна удовлетворять оавенству 
так как умножение на <f(-v) означает переход обратно ,в первую 
систему (ср. с функцией^/ц1 в § 5 и формулу (14.5) с фор­
мулой (5.12)). Так как вторая инерциальная система движется 
в направлении, обратном направлению отраженного сигнала, то 
последний идет время i<jp(-v) . Полное время обоих сигна­
лов (от AJ к В и от В к А2) равно, следовательно, ty>(v}-h 
. За это время тело А прошло со скоростью v рас­
стояние AJA2; следовательно, AjA2 = , с дру­
гой стороны, AjAj равно разности расстояний ВА2 и AjB, пер­
вое из которых световой сигнал прошел за время •t<p(-v) , а 
второе - за время . Скорость сигнала в обоих нап­
равлениях равна с . Следовательно, 
Лј = BAz -AiB = ci [ f(~v) - f(v)] . 
Приравнивая оба выражения для AjA2 , находим (по сокращении 
на ) 
v[f(v) + f>(-v)] =c[̂ (~v) . (14.6) 
<f>(~Xl) (p(V) - i , (И .5 )  
Отсюда 
(1-hV/C)(f>lV) = (i-v/c)f(~-u) . 






Эта формула преобразует промежуток времени межгцг двумя со­
бытиями, состоящими в отправлении светового сигнала и в его 
прибытии, если скорость v другой системы направлена в туже 
сторону. 
14.3. Промежуток времени между двумя событиями в инер-
циальной системе, в которой они одноместны (ес­
ли, конечно, такая система для данной пары собы­
тий существует), называется промежутком собствен­
ного времени между этими событиями.Вывести фор­
мулу, связывающую промежуток собственного време­
ни с промежутком времени в любой другой инерциаль-
ной системе. 
Решение. Пусть даны в какой-либо инерциальной сиз-
теме два одноместных события. Обозначим промежуток времени 
между ними в этой системе (т.е. промежуток собственного вре­
мени) через . Поставим на расстоянии 
от точки, где происходят события, зеркало. Тогда световой 
сигнал, испущенный в момент первого события к зеркалу,отра­
зившись, возвращается обратно в момент второго события.Если 
время сигнала к зеркалу обозначим через t , то время обрат­
ного сигнала равно тоже t , так что 
(И.10) 
ЛсреИдем в другую инерциальную систему, движущуюся со ско­




(см. формулу (14.9)), а время обратного -
4-"-4.^h + V/C 
^ -^V 1-v/c • (I4.I2) 
Следовательно, промежуток времени между отправлением и при­
бытием сигнала равен в другой системе 
» - t • (1/^.13) 
Отсюда, в силу формулы (14.10), 
. (14.14) 
Это и есть формула, выражающая промежуток собственного вре­
мени между двумя событиями через промежуток времени между 
теми же событиями в другой инерциальной системе, в которой 
события разноместны, причем U есть относительная скорость 
этих двух инерциальных систем. 
14.4. Два фотона движутся один за другим вдоль одной и 
той же прямой на расстоянии С друг от другаДай-
ти расстояние С между ними в другой инерциаль­
ной системе, движущейся в том же направлении со 
скоростью V . 
• Решение. Пусть фотоны проходят в своем движении 
мимо неподвижного точечного тела. Промежуток времени между 
прохождениями равен 
г "t/c , (14.15) 
Это - промежуток собственного времени. В другой инерциальг 
ной системе, движущейся в том же направлении, что и фотоны, 
тело движется фотонам навстречу со скоростью v ; следова­
тельно, промежуток времени между прохождениями равен 
• (14.16) 
С другой стороны, согласно формуле (14.14), 




е я iWf-vVc* 
с ^ C+V 
Yl^^vTT (W.I7) 
14.5. Собственное время ыежду двумя неодноиестныш со-
бытияии измеряется часами, движущимися равномер­
но и прямолинейно от одного события к црзтому,!^) 
в cvtcTeue покоя этих часов события одноместна.Вы­
разить собственное время черв_з промежу­
ток времени и расстояние мвжЈ^г 
событиями в любо1} инерциальной системе. 
Решение. Скорость часов, движущихся aHeimiajibBo 
от одного события к другому, равна 
Ü = -Ь^ИЬ. 
Подставляя это выражение в формулу (14.14), находим 
(14.19) 
14,6. Источник света, двикувдйся со скоростью v , ис­
пускает фютоны в направлении своего движения че­
рез равше промежутки времени đi . Найти рас-
тояние между двумя последовательными фотонами в 
системе покоя источника. 
Решение. В данной инерциальной системе, в кото­
рой источник движется со скоростью V , расстояние между 
последовительными фотонами равно, очевидно, (c-v)üt , так 
как за время hi предыдущий фотон удаляется от источника на 
расстояние ett , тогда как сам источник продвигается на рар-
стояние . Преобразуя это расстояние по формуле (14.17)в 
систему покоя источника, находим . Тот же 
результат получим иначе, преобразовав сначала время At в 
систему покоя источника, т.е. найдя собственное время между 
двумя последовательными испусканиями фотонов.По $oiiiy»(I4j4) 
87 
оно равно Отсюда расстояние между фотонами равно 
СЛ± sji - vVc» • 
14.7. Источник света двинется инерциально со скоростью 
V по направлению к неподвижному зеркалу, плос­
кость которого перпендикулярна к скорости. В мо­
мент, когда источник находится на расстоянии С 
от зеркала, он испускает в направлении движения 
к зеркалу световой сигнал. Через какое время от­
раженный сигнал вернется к источнику? 
Решение. Время прямого сигнала в пути равно Не . 
За это время расстояние источника до зеркала уменьшится на 
bofc и станет равным i (i-v/c) . Отраженный сигнал идет 
навстречу источнику; расстояние между зеркалом и источником 
уменьшается на c+v в единицу времени; следовательно, сиг­
нал проходит обратный путь до встречи с источником за время 
^ • Полное время равно IJc ^ . 
14.8. Источник света неподвижен, а зеркало движется к 
нему инерциально со скоростью v , причем плоС'= 
кость зеркала перпендикулярна к скорости. В мо­
мент, когда зеркало находится на расстоянии Z от 
источника, последний посылает к зеркалу световой 
сигнал. Через какое время отраженный сигнал вер­
нется к источнику? 
р 
Решение. Прямой сигнал идет время и прохо­
дит путь до встречи с зеркалом, равный > тогда как 
зеркало проходит путь . Обратный сигнал проходит рас^ 
стояние ^ за время . Следовательно, искомое вре­
мя равно 
Примечание 26. Ответы двух последних задач совпадают, 
что может показаться противоречащим формуле собственного вре­
мени (14.14). В самом деле, в задаче 14.8 события отправле­
ния и возврата сигнала одноместны, а в задаче 14.7 - неод­
номестны. Между тем различив состоит, по-видимому, только в 
различии инерциальных систем. Переход от задачи 14.7 к зада­
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че 14.8 равносилен, как кажется, переходу из системы покоя 
зеркала в систему покоя источника. Однако, следует учесть, 
что расстояние от источника до зеркала не одно и то же в обе­
их задачах. Чтобы оно было одно и то же, в задаче 14.8 Z 
следует заменить на у »/с (см.задачу 16.9). Следова­
тельно, ответ имел бы тогда вид согла­
суется с формулой собственного времени. 
14.У. Мюон, время жизни которого в покое равно 
2,2.10"® с, движется со скоростью 0,96с . Найти 
расстояние, которое он успеет пройти до распада. 
Ответ. 2260 м. 
14.10. Часы двикутся прямолинейно и.равномерно со ско­
ростью 0,8с на расстояние 3.10® км. Найти вре-г 
мя этого движения, измеренное этими часами са­
мими. 
Ответ. 750 с. 
14.11. Двое часов движутся навстречу друг другу прямое 
линейно со скоростями 0,8с и 0,6с -. В момент, 
когда расстояние между ними равно б,3.10®км, их 
показания установлены .равными. Найти разность их 
показаний при встрече. 
Ответ. 5 минут. 
14.12. яГтмезон, Бремя жизни которого в покое равно 
2,б.10~® с,пролетел 55 метров, после чего рас­
пался. Найти его скорость. 
Ответ. 0,99 с . 
14.13. ttooH пролетел со скоростью 0,бс 500 метров и 
распался. Найти время его жизни в покое. 
Ответ. 2,22.10"^ с. 
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14.14. 5 начальный уомен! из одной и той же точки на­
чали равноиернов двинешзе в одном и том же нап­
равлении зеркало и часы. Скорость зеркала равна 
u , часов V , причем u>v . Плоскость зер­
кала перпендикулярна к направлению движения. В 
момент, когда часы показывают t , от них пос­
лан к зеркалу световой сигнал. Какое показание 




14.15. Неподвижный источник света испускает через рав­
ные промежутки вреыени в определенном направле­
нии фотоны - Ы фотонов в секунду. Наблюдатель 
движется навстречу фотонам со скоростью v 
Сколько фотонов А/' в секунду встретит (по своим 
часам) этот наблюдатель? 
Ответ. ' 
14.16. Двое часов неподвижны друг относительно друга и 
в системе покоя синхронизованы. В другой инер-
циальной системе они движутся одни за другими 
вдоль одной прямой линии со скоростью V , сох­
раняя неизменным расстояние I между собой. В 
том же направлении мимо них пролетает ^^тон.По­
казания часов в моменты пролета мимо них фотона 
равны и t, . Чему равна разность ? 
Ответ. ^ . J . 
* * с VI-vVC-
14.17. Из двух точек, расстояние между которыми равно 
£ , одновременно вылетают навстречу друг дру­
гу часы и фотон. Скорость часов равна f .Сколь­




14.18. Два фотона движутся вдоль одной и той же пряной 
один за другим на расстоянии i друг от друга. 
Навстречу им движутся со скоростью v двое ча­
сов, синхронных в системе собственного покоя. 
Расстояние между часами токе равно С . Перед­
ние часы, встречаясь с задним фотоном, показы­
вают , задние часы, встречаясь с передним фо^ 
тоном, показывают . Найти разность . 
Ответ, t . 
* Vl-vVc* 
§ 15. НЕРАВНОМЕРНОЕ СОБСТВЕННОЕ ВРЕМЯ. 
ПАРАДОКС ЧАСОВ 
15.I. В некоторой инерциальной системе часы движутся 
неравномерно, со скоростью u(i), от одного собы­
тия к другому. Времена событий в ?ой жвинв1х?ипь^ 
ной системе суть и t, (•£,<•£, ). Найти проме­
жуток времени между этими событиями, отсчитанный 
по этим часам. 
Решение. В течение бесконечно малого промежутка 
времени đi движение часов можно считать равномерным. Сог­
ласно формуле (14.14) они покажут время 
dv ̂  . (15.1) 
Интегрируя от t, до , найдем искомое время между собы­
тиями, отсчитанное на движущихся часах: 
\ ^ 2) 
Примечание 27. Промежуток времени между событиями, от­
считанный на движущихся неравномерно от- одного события кщгг-
гому часах, называется неравномерным собственным временем. 
Формула (15.2) есть общая формула неравномерного собствен­
ного времени. 
91 
15,2. Показать, что промежуток неравномерного собствен­
ного времени всегда короче, чем промежуток рав­
номерного собственного времени между теми же со­
бытиями. 
Решение. Так как собственное время - как равно­
мерное, так и неравномерное - есть инвариант, то сравнивать 
эти времена можно в любой инерциальной системе. Выберем сис­
тему, в которой события одноместны. Время в этой системе 
дет тогда равномерным собственным временем, так что формула 
(15.2) примр" 
где индексы р и нр означают "равномерное" и "неравномерное". 
Так как подынтегральная функция меньше единицы (по крайней 
мере в какой-либо части промежутка интегрирования), то ин­
теграл меньше разности пределов: 
что и требовалось показать. 
15.3. Найти формулу неравномерного собственного време­
ни в случав, если часы движутся с постоянной по 
модулю (но переменной по направлению) скоростью. 
Примечание 28. Формула (15.5) по виду одинакова с фор­
мулой равномерного собственного времени, откуда мо­
жет появиться мысль, что в этом случае неравномерное собст­
венное время равно равномерному. Однако это не так,ио'о,дви­
гаясь с переменным направлением, часы должны пройти за одно 
и то же время более длинный iкриволинейный) путь, 
чем в случае прямолинейного движения. Поэтому в формуле 
(15.5) и должно быть больше, чем v в формуле (К.1^),чем 
обеспечивается выполнение неравенства (IS.'f). 
(15.^) 
ПЈвет. (т^-т, у/i - «Vc« • 
(15.5) 
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15.4. Найти собственное время гиперболически движуще­
гося тела (см. задачу 12.10). 
Решение. По формуле (15.2), подставляя в нее вы­
ражение из формулы (12.28), находим 
т [m.,c/F)th.^ri/n^c . (15.6) 
15.5. Найти собственное время тела, движущегося в одш-
родном гравитационном поле (см.задачи 12.12 и 
12.14). 
Решение. По формуле (15.2), подставляя в нее даа-
ные из формул (12.34) и (12.52), находим: а) в случав пря­
молинейного движения без начальной скорости 
Т = (гс/^) azctctn (ik(ft/zc)) ; (15.7) 
б) в случае криволинейного движения с начальной скоростью и, 
т = (zc/^) axctAK(ik(ft/lc)) . (15.8) 
15.6. Найти собственное время тела, движущегося в одно­
родном электрическом поле (см.задачу 12.15). 
Решение. Из формул компонент скорости (12.60) по 
формуле (15.2) находим 
15.7. Часы/4 в некоторой инерциальной системе непод­
вижны, а часы В начинают в начальный момент пря­
молинейное и равномерное движение от А со ско­
ростью и , причем в начале этого движения В по­
казывают, как и А , нуль времени. В момент,ког­
да 6 показывают время tj/Z, они мгновенно ос­
танавливаются и в тот асе момент начинают обрат­
ное дв!шение с той же скоростью. Прибыв к А об­
ратно, они показывают время ćg . Какое время 
покажут в этот момент часы А ? 
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Решение. Начало и конец движения у А являются в 
системе покоя А одноиестншш событияии. Поэтому А покажут 
равномерное собственное время. Часы В совершили неравномер­
ное Јсвижение (поворот на обратный путь предполагает наличие 
ускорения) и поэтому показывают неравномерное собственное 
время,несмотря на то, что по модулю скорость ^/p^ движения бы­
ла постоянна. Следовательно, по формуле (15.5), 
•i = 
• (15.10) 
Примечание 29. Приведенная в последней задаче ситуация 
называется парадоксом часов. Кажущийся парадокс возникает в 
связи с вопросом: каков отсчет на часах А в момент поворо­
та часов в ? Согласно формуле (15.10) он должен быть равен 
. * С другой стороны, рассматривая этот отсчет 
как событие, одноместное в системе покоя часов А с началом 
движения,и учитывая, что в системе покоя часов В ,.где эти 
события разноместны, промежуток времени равен ig/z , заклю­
чаем, что по часам А он должен быть , что 
противоречит предыдущему выражению. 
15.8. Разрешить парадокс часов. 
Решение. Ошибка, приводящая к парадоксу, состоит 
в пренебрежении относительностью времени, что влечет за со-
брй отождествление различных событий. Имеются три события! 
I) отсчет ig/z на часах В ; 2) отсчет (-ig/z) •\/.i-u*/c* на ча­
сах А ; 3) отсчет. . на часах А . - В системе по-
•^l-uvc* 
коя часов А первое и третье события одновременны, а в сис­
теме покоя часов 3 одновременны первое и второе событияЛ1вг 
небрежение относительностью одновременности приводит к отож­
дествлению второго и третьего событий. Но они не тождествен­
ны и поэтому нет ничего удивительного, если часы показы­
вают разные времена. 
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§ 16. ОТНОСИТЕЛЬНОСТЬ длин 
16.1. Два параллельных стержня движутся друг относя? 
теяьно друга в продольной направления со скорос­
тью V . Второй стержень движется относительно 
первого слева направо, первый относительно вто­
рого - справа налево. Левые концы стержней сов­
падают раньше, чей правые концы, причен оба эти 
события соединены световым сигналон. Найти от­
ношение длин обоих стержней в системе покоя пер­
вого и в системе покоя второго стержня. 
Решение. Обозначим длины стержней в системе по­
коя первого стержня через f, и , а в системе покоя вто­
рого - через t\ и Ч , Согласно условию задачи 
t,/c = iti~tt)/v (16.1) 
(см. рис. И) и 
tl /с ̂ {1\- II )/v (16 . 2) 
(сы. рис. 15). Из этих формул следует 
ti/1^= (i-v/c)-'* (16.3) 
16.2. Из 4юрмул (16.3) и (16.^) видно, что длина стер­
жня относительна. В силу однородности простран­
ства можно положить 
U v ) ^ i ( o ) p v ) ,  
т.е. принять длину движущегося со скоростью v 
стержня равной длине покоящегося стержня t(o} , 
умноженной на некоторую функцию скорости ^(и) . 
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На основе формул (16.3) к (16.4) найти вид этой 
функции. 
Решение. Согласно формуле (16.5) 
. (16.6) 
Перемноаая эти равенства, находим 
, (16.7) 
П,' 
Подставляя вместо и выражения из формул (16.3)и 
(16.4), находим 
/W = Vy- vyc ' .  
Лтак, длина стврння зависит от его скорости по $ор[<гуле 
Uv)^t{0)yji-v^/c'- . (jg jo) 
16.3. Вывести ^юрыулу (16.10) другим способом, измеряя 
время движения часов вдоль неподвижного стержня 
от одного конца до другого и сравнивая это время 
с отсчитанным по самим этим часам. 
Решение. На рис. 16 АВ неподвижный стержень» 
и Kj, - двое неподвижных часов, K|- движущиеся с произ­
вольной скоростью V часы. Они показаны в двух положениях -
у левого и у правого концов стержня. Показываемое синхрон­
ными часами /С, и время двиаения часов Kt равно 
=eio)/v . (16.II) 
Но сами часы Kj по формуле собственного времени (14.14) по­
казывают время 
% -f, =/ WW }/l - . (16.12) 
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Это есть вреия между.событиями пролета концов стержня мимо 
покоящихся часов Kj . Стержень движется со скоростью v и 
имеет поэтому длину 
e(v) = (Xl-V,)V = Ш) yV-r/Ус» , 
что и требовалось показать. 
16.^. Световой сигнал испускается из точки Л и прибы­
вает через некоторое время в точку В , отстоя­
щую от А на расстояние i . Чему равно расстоя­
ние С между точкой отправления и точкой прибытия 
сигнала в другой инерциальной системе, движущей­
ся в направлении от /4 к в со скоростью v ? 
Решение. Обозначим время сигнала в пути в первой 
системе через f , а во второй через . Тогда ?=ct и 
(16.13) 
Но, согласно решению задачи 14.2, 
- у / с  
(см. формулу (14.9)); следовательно. 
(16.14) 
16.5. Два события происходят в данной-инерциальной сис­
теме одновременно в двух точках,разделенных рас^ 
стоянием £ . Каково расстояние Г'- между событи­
ями в другой инерциальной системе, движущейся со 
скоростью V вдоль прямой, соединяющей места со­
бытий? 
Решение. Поставим посередине отрезка i источник 
света, испускающий одновременно световые сигналы в оба конца 
отрезка, так что они прибывают туда в момент данных событий. 
Каждый из сигналов проходит расстояние й/2.. В другой инер­
циальной Системе проходимые сигналами расстояния равны,согг-
ласно формуле (16.14), 
13 
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Расстояние С равно сумме этих вдух расстояний. Таким обра­
зом находим 
Примечание 30. Формулы (16.10) и(16.15) сходны,но име­
ют совершенно различный сщсл. В фоЈшуле (16.10) Uo)ta ((v) 
суть расстояния между двумя объектами (концаии стержня) в 
двух инерциальных системах, тогда как в формуле (16.15) t 
и с' суть расстояния между двумя событиями в двух инерциаль­
ных системах. В формуле (16.1^) i и I'- тоже расстояния 
между двумя событиями. 
16.6. Два события одновременны в данной инерциальной 
системе и происходят на расстоянии I друг от дру­
га. Другая инерциадьная система движется со ско­
ростью V вдоль прямой, соединяющей места событ-
тиЈЈ (в направлении от первого события ко второ­
му). Чему равен в ней промежуток времени 
между событиями? 
тавим посередине отрезка I источник света, испускающий од­
новременно световые сигналы в оба конца отрезка, так что они 
приходят туда в момент данных событий. Каждый из сигналов 
идет время l/Zc . В другой инерциальной системе, согласно 
формуле (14.9) сигналы идут разные времена - вперед,т.е. ко 
второму событию, время , а назад, т.е. к пер­
вому событию, Т1ряия • Следовательно,зад­
нее событие происходит позже переднего на время 
(16.15) 





16.7. Разъяснить парадокс часов до конца (см.задачу 
15.8). 
Решение. В задаче 15.8 мы имели два события, од­
новременные в системе покоя часов В . Часы А движутся в 
этой системе со скоростью а в направлении от первого со­
бытия ко второму. Согласно формуле (16.16) промежуток вре­
мени. протекащий на часах А от второго события до первого, 
равен (в формулу следует подставить ü-»a и ) 
, с другой стороны, в сиотене покоя часов/4 
первое событие одновременно с третьим; следовательно, этот 
промежуток времени должен быть равен промежутку времени от 
второго события до третьего, т.е. разности 
• "Ус* • 
Vi-uVc-
Легко убедиться, что это равенство действительно имеет мес­
то. 
16.8. Два фотона движутся один за другим вдоль одной'и 
той же прямой линии на расстоянии I др^ от дру­
га. Чему равно расстояние V между ними в другой 
инерциальной системе, движущейся со скоростью v 
в том же направлении, что и фотоны? 
Решение. Эта задача тождественна задаче 14.4. 
Здесь дадим другое ее решение. - Пусть фотоны пролетают в 
первой системе одновременно мимо двух точек, лежащих друг от 
друга на расстоянии I . В другой инерциальной системе расгг 
стояние между этими событиями равно, по формуле (16.15), 
L(i- . Но сами события там неодновременны.Сог­
ласно формуле (16.16), задний фотон прибывает в свою точку ' 
позже на (fv/c^)(1; следовательно, -в тот мо­
мент, когда передний фотон долетел до своей точки,задний на­
ходится от него на расстоянии 
pr _ I ^ lv/c 
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откуда 
® г-v/c • 
Эта формула совпадает с формулой (14.17) 
14.4. 
Примечание 51. В формуле (16.17) £ и f суть опять 
расстояния в двух инерциальных системах между двумя объек-: 
тами, именно фотонами. Различив по сравнению с формулой([6ЈО) 
обусловлено тем, что там объекты - концы стержня - имеют сис­
тему покоя, тогда как фотоны таковой не имеют. 
16.9, Тело А движется со скоростью v по направлению к 
неподвижному телу В . В момент, когда расстоя­
ние А 04 В равно С , Ћ А произошло событие.Че­
му равно расстояние С между Л и В в системе 
покоя тела А в момент, того же события? 
Решение. Пусть (см. рис. 17) с телом 5 связан од­
ним концом жестко стержень длины £• , направленный в сторо­
ну приближающегося тела А . Событие в Л происходит в мо­
мент, когда это тело достигает другого конца стержня.В сис­
теме покоя тела А стержень движется вместе с телом В со 
скоростью џ и имеет, согласно формуле (16.10),длину 
ĆКогда конец его достигает неподвижного тела /А , 
там происходит событие, расстояние которого от В равно 
. Итак, V. 
Примечание 32. В этой задаче преобразуется расстояние 
между объектом (телом fi ) и событием. Найденная формула сов­
падает, однако, по виду с формулой преобразования расстоя­
ния между двумя неподвижными друг относительно друга объек­
тами (например, концами стержня). 
Примечание 35. Результат задачи 16.9 устраняет нажущеет-
ся противоречие, встретившееся в задачах 14.7 и 14.8 (см. 
примечание 26). В этих задачах мы имели как раз такую же 
ситуацию, как в задаче 16.9. Телом А является источник све­





16.10. к неподвижному телу приближается фотон. В мо­
мент, когда фотон находится на расстоянии t от 
тела, в последнем происходит какое-либо событие. 
Чему равно расстояние 6' фотона от тела в мшега 
того же события в другой инерциальной сютеме» 
движущейся со скороотыо v в направлении движе­
ния фотона? 
16.11. Стернень длины покоя 4 движется в продольном 
направлении со скоростью u .В том не направ­
лении мимо него пролетает РОТОН. Найти Щ)тя прот-
лета фотона от одного конца стерння до другого. 
17.I. Найти формулы преобразования Лоренца. 
Решение. Преобразованиями Лоренца называются (см. 
§ 4) преобразования координат и времени из.одной инерциаль­
ной системы в другую. Согласно формулам (4.1) и (4.9) эти 
преобразования по виду тождественны преобразованиям компрг 
нент импульса и массы. Последние найдены в § 9(ф(р1улы(9.7)). 
Такой же вид имеют и преобразования Лоренца (при условии,что 
скорость V штрихованной системы относительно нештрихован-
нон направлена по оси х ): 
Ответ. 
Ответ. ((•/<=) i/Ш^ • 
§ 17. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ЛОРЕНЦА 
(I7.I) 
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17.2. Убедиться непосредственно в той, что обратные 
лреобразованвя из штрихованной систеш в нештри-
хованную uuem такой же вид, с заиеной лишь и на 
-г/ , т.е. 
^ л'+vi' се 
' (17.2) 
2= г ' ,  
i. в 
17.3. Показать, что разности координат и времен двух 
событий преобразуются по тем же формулам Лоренца, 




Ответ. Это вытекает непосредственно из линейности пре­
образований. 
17.4. Убедиться непосредственно по формулам (17.3) в 
инвариантности интервала s между двумя собы­




= . (17.5) 
Примечание 34. Интервал называется пространотвеннопо-
добным, если 5*'>0, временноподобным, если Ж G, и изо­
тропным , если S*- = 0. 
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17.5. В решении задачи 14.I показано, что два события 
можно сделать одноыестнышг ТОЈ;ВКО В. тон случае, 
если 54 0 (см.формулу (14.1)), т.е. если интер­
вал вреыенноподобен. Показать,.что то же вытека­
ет из инвариантности интервала. 
Решение. Согласно формуле (17.4) в систвме,в ко^ 
торой события одноместны, с^-^^)*<0.Из инвариашноо-
ти интервала вытекает, что 54 О и в любой инерциальной сю-
теие. Если же 5*>0, то ни в какой системе не ;Может быть 
5*< О, т.е. события ни в какой системе не могут быть одно­
местными. 
17.6. Показать, что два события могут быть одновремен^ 
ными только в случае, если интервал пространс-
твенноподобен. 
Решение. Если 540, то события не могут-одновре-. 
менныыи ни в какой системе, так как, если 
17.7. Показать, что если интервал между двумя события^ 
ми пространственноподобен, то существует инерг 
циальная система, в которой эти события одновре-
ыенны. 
Решение. Примем за ось х прямую,соединяющую точ­
ки, .где происходят события (одноместными они быть, согласно 
задаче 17.5, не могут). Тогда л 2^ = 2^ и формула 
квадрата интервала принимает вид 
= (17.6) 
Перейдем в другую, штрихованную, систему и положим,если воа= 
можно, в ней = . Для этого, согласно четвертой фор­
муле (17.3), должно быть 





Но так как, по условию 5*>0, , то 
j-^ ^ j • Следовательно, переход.в штрихованную систему , 
где события одновременны, возмояен. 
17.8. Вывести с помощью преобразований Лоренца формулу 
собственного времени. 
Решение. Пусть в инерциальной сиотеме,где-два сот-
бытия одноместны, их временные координаты суть т, , , 
так что промежуток собственного времени равен, .Прос^. 
транственные координаты этих событий равны, т.е. эс, =ac;i , 
.В другой (штрихованной) системе собы­
тия неодноместны и четвертая формула (17.3) цвет 
t '-t' = 
>• ' * (17.8) 
Эта формула (если опустить штрих у и ^ ) совпадает с 
формулой (14.14). 
17.9. Вывести с помощью преобразований Лоренца формулу 
преобразования расстояния между двумя движущими­
ся один вслед другого фотонов. 
Решение. Формула, о которой.идет речь, была по­
лучена в решении задач 14.4 и 16.8 (см.формулы (14.17) и 
(16.17)). Что(& вывести ее из преобразований Лоренца, на­
пишем уравнения движения фотонов в нештрихованной систеые в 
ьиде -х -ct 
(17.9) 
так что при • Тогда из первой формулы (I7.I) 
и четвертой формулы (17.2) получаем 
Д.Г ^ Ic-vH, 
^ Vl-vVc'- ' 
•у/_ (c-vH^+e (17.10) 
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•t - iL+(v/c^)o^t (17.II) 
^ yJT^v4^ 
Подставляя послегщие выражения к ъ препыдущв форму­
лы, находим 
- (c-v)[ii •h(v/c.i)xi 7 
gr _ (c-v)[i's.i-{v/cVxL] ^ ^ 
(17.12) 
1-V*/C*- yi-V*/C^ 
Выражая отсюда и , приходим к уравнениям движения 
фотонов в штрупсованной системе: 
х/ = ct', , 
3:1 =с<1 л (17.13) 
откуда, при следует 
= V J-V/C ' (17.14) 
что и требовалось. 
§ 18. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ СИЛЫ И ЫОЩОСТИ 
18.1. Вывести формулы преобразования силы и мощности. 
Решение. Сила и Qe мощность выражаются формулами 
(при неизменной массе покоя) 
F=clp/dt , 
FÛ C-DRTV/DJB (I8.I). 
(см.формулы (12.1) и (12.2)). В другой инерциальной системе, 
движущейся относительно первой со скоростью и в направле­





Далее исподьзуеи фориулы преобразования импульса и массы (9^7) 
и формулу преобразования времени (четвертая формула (I7.I)). 





• ууЛус» • 
Деля равенства (18.3) на равенство (18.4-), находим 
r-l _ đp^ — Vcbn. 
' " dJk-McVdx. ' 
pr _ 
di -(V/CVdX (j8;5j 
* di -lv/c*)dx 
frj-'r C'-jdm-(v/c^dp^ 
d^-lv/c4dx 
Деля, наконец, числители и знаменатели правых частей этих 
формул на öÄ и учитывая, что dx/dts^u^ .получаем искомые 
формулы преобразования 
Г' - Fit" vFu/c* 
'* " ' 
w /^V^-vVc* 
У 1-vu^/c*- * 
р / .  F^y/f-i/yc 
* i-vujc/c^ ' 




18.2. Убедиться непосредственной подстановкой ..компог 
нентов^'^ и (из формул (7.6), (7.13),(7.И) 
и (18.6)), что произведение F'a' действительно 
равно выражению в'четвертой формуле (18.6). 
18.3. Найти формулу преобразования модуля силы Fm 
Решение. Из первых трех формул (18.6),беря сумму 
квадратов, находим 
[F*'-c-^f u)^](1-v c^)-hC-^^^-Fccv)*-
^ ' (18.7) 
откуда 
T/[F*-c-V^*jr/-t>ycV +c-*(piz-fb,vr-
1-vu^/c*- ' (18.8) 
Г* 
18,4^. Показать, что величина . .1. является f—U*fC*  
инвариантом. 
Решение. Из четвертой формулы (18.6) и формулы 
(18.7) следует 
с'1-г-г(рЈГ/]*- ̂  c-*(FuH(1- УУСЧ 
(1-u,v/c4- ' 
Разделив это равенство на взятое в квадрат равенство(7.1г), 
находим 
F'^-c-4F'itrV- Г* -с-чрд)»-
^-uJ c^ f-«yc» • (18.10) 
18.5. Убеди^я в инвариентности величины , 
где л - ускорение. 
Решение. Это вытекает непосредственно из формуя 
(12.II) и (18.10). Умножая первую скалярно на Г и учитывая 
вторую, находим, что, действительно 
ют 
18.6. С помощью формул (12.11), (12.14) и (18.6) найти 
формулы преобразования компонентов ускорения. 
Решение. Перепишем формулу (12.II) для отдельных 
компонентов в двух инерциальных системах: 
(F ~c-^Fu.u^]^/i-u^/c* 
* ПЦ, 
а - ^ (18.12) 
а (Fi_-c~^Ftt-u.t)yi-u'/c^ 
( F i -
®х 
' 




Подставляя в_^11равые части последних формул выражения F^ , 
, Fj , F'u' из формул (18.6), а тдкже выракения .и'^ , 




,  ( i -  v ^ / c ^ )  [ F i , ( 1 - v i ^ x / c * ) ~  ( F i Z -  v F x )  и , / d i  V  /  -  u Y c -
7~ rr^a-vujc'-)^ 
, ̂  (1 -v^|c^)LF Ц-vu^/c^)-(Fu-VFjc)u^/dlVi-u'-^'-
В правые части этих формул подставим вместо ^ ^ , 'я i 




г- • Ј9.»и\-иЧсЧл,+с-Члл и^1 (18.15) 
* (Т-пЈТс^Ј^ > 
p-jr _ /По ид 
'' ~ " 
Тогда получаем 
л' -
* (l-Ux^/C^^ ' 
V = HV/c4lUy<X^-и^а ; ̂  
^ (1 - ̂̂ xV/c'•)' (18.16) 
С '̂ » d-vVc^jCa^ •h{v/cV(U3a^-Uj,ai)] 
^ (1-u^v/c*)' 
18.7. Вывести формулы (18.16) путем прямого вычиоления 
производных компонентов скорости по времени. 
Решение. Беря дифференциалы в формулах (7.6), 
(7.13) и (7.14), находим 
du' = 
, , (1 - vVc4^'^[oUu (v/o-)IUfdu^ 
Ь- H-u^v/c4' 
duJ = li--0'-/c'-f4elu, + (v/c4lUicUt^-U:^du^)J ^ 
^ (1-UxV/c*-)^ 
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